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Vorwort. 


Das vorliegende Lehrbuch stellt sich die Aufgabe, die 
Theorie der periodischen Functionen in systematischem Zu- 
sammenhange auf wesentlich algebraischer Grundlage auf- 
zubauen. Als Vorbereitung hierzu musste ein mit den elemen- 
tarsten Dingen beginnender Abriss der allgemeinen Functionen- 
theorie vorausgeschickt werden, theils um die leitenden Ge- 
danken klarer hervorzuheben, theils um nicht fortwahrend 
auf anderweitige, von ganz andern Gesichtspunkten aus- 
gehende Darstellungen verweisen zu miissen. Die drei ersten 


Abschnitte des Buches erheben keinen Anspruch darauf, ihren 


Gegenstand vollstiindig.zu erschépfen; vielmehr wurde nur 
gerade dasjenige aufgenommem, was sich in der Folge als 
unentbehrlich erweist. Vollstindig ausgeschlossen bleiben 
alle Untersuchungen itiber Functionen im Allgemeinen; der 
Functionsbegriff wird vielmehr sofort auf Gebilde von ganz 
specieller Hrzeugungsweise angewandt. Da‘ die vorkommenden 
Functionen nicht nur fiir reelle, sondern sofort auch fiir 
complexe Variable gelten, so fallen alle Specialuntersuchungen 
iiber Functionen mit reellem Argumente weg; hiermit hiingt 
auch die yon der gewodhnlichen abweichende Definition der 
Stetigkeit zusammen (Monogeneitiit im Sinne von Cauchy). 

Die Theorie der analytischen Functionen wurde nach 
dem Vorgange von Herrn Weierstrass auf die Theorie der 
Potenzreihen basirt. In Anbetracht der wenigen und unvoll- 
standigen Publicationen, die bis vor Kurzem iiber diesen 
Gegenstand existirten, musste das gehaltreiche Werk von 
Herrn Thomae: ,,Hlementare Theorie der analytischen Func- 


tionen einer complexen Verinderlichen“ fiir meine Arbeit 
besondere Wichtigkeit gewinnen. Von verschiedenem Anderen 
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_ abgesehen, bin ich namentlich in den §§ 22, 26, 27, 28 der 
Darstellung von Herrn Thomae gefolgt; beiliufig moége er- 
wihnt werden, dass der in § 45 gegebene Beweis des bino- 
mischen Satzes fiir complexe Exponenten schon vor langerer 
Zeit von mir bemerkt und als der einfachste erkannt wurde. 

Ueber die Hauptsache der ganzen Arbeit, die specielle 
Theorie der eindeutigen periodischen Functionen einer Variabeln 
mit einer endlichen Anzahl wesentlicher Discontinuitiitspunkte 
brauche ich wohl nur Weniges zuzufiigen; tiberall wird die Ten- 
denz bemerkbar sein, die Entwicklungen, soweit thunlich, ele- 
mentar durchzufiihren. In manchen Fallen ist dies allerdings 
noch nicht gelungen; die Ueberwindung der Schwierigkeiten, die 
hier vorhanden sind, diirfte sich erst durch eime vollstandigere 
Erforschung der Modulfunctionen ergeben, deren Theorie 
mit derjenigen der elliptischen Transcendenten durch so viele 
Faden zusammenhinet. 

Was nun die Modulfunctionen selbst anlangt, so musste 
bei der gegenwirtig noch sehr unvollstiindigen Kenntniss 
derselben ihre eingehende und selbstiindige Behandlung auf 
eine spitere Darstellung der hoheren periodischen Transcen- 
denten verschoben werden; hier musste es geniigen, ihren 
Charakter als solche nachzuweisen. Strenge genommen wiren 
hiermit auch die Modular- und Multiplicatorgleichungen auszu- 
schliessen gewesen; nur die Erwiigung, dass eine einfache und 
leicht verstiindliche Hinleitung in dieses noch schwer zuging- 
liche Gebiet Manchem willkommen sein méchte, bewog mich, die 
ersten Elemente ihrer Theorie aufzunehmen, wobei ich unter 
Beschrinkung auf das Nothwendigste wesentlich der Dar- 
stellung in dem Koenigsberger’schen Werke: ,,Vorlesungen 
iiber die Theorie der elliptischen Functionen u. s. w.“ ge- 
folet bin; bei den Modulargleichungen wird die historisch 
hergebrachte Function w = @ (r) beibehalten, waihrend tiber 
die Gleichungen fiir J (r) nur Andeutungen gemacht werden. 

Bei einer eingehenden Functionentheorie kann selbst- 
verstiindlich die Differential- und Integralrechnung nicht um- 
gangen werden; vielmehr sind beide als integrirender Be- 
standtheil, doch nicht etwa als Grundlage derselben anzu- 
sehen. Fiir die bereits definirten Functionen werden die 
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Vorwort. V 


Differentialquotienten unter Umgehung aller allgemeinen 
Betrachtungen entwickelt, wobei’sich die Darstellung auf 
das Allernothwendigste einschrinken kann. Die Theorie der 
bestimmten, complexen Integrale, die allein emen umfang- 
reichen Abschnitt gefiillt haben wiirde, blieb ausgeschlossen, 
weil in dieser Hinsicht auf ausgezeichnete, in_ sich ab- 
geschlossene Werke verwiesen werden kann. Die zum Schlusse 
gegebene skizzenhafte Entwicklung der wichtigsten alge- 
braischen, logarithmisch-cyklometrischen und elliptischen 
(unbestimmten) Integrale soll die Ankniipfung an diese Werke 
erleichtern. 


Frankfurt a. M., im Januar 1884. 


Dr. Otto Rausenberger. 
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Hinleitung. 


Die menschliche Geistesthitigkeit setzt sich aus zwei Ele- 
menten zusammen, die wohl mannichfach ineinander greifen, 
aber doch unterschieden werden kénnen: der Anschauung und 
dem Denken. Die Anschauung, sowohl die unmittelbare, durch 
die Sinnesempfindungen gegebene, als auch die mittelbare, 
durch Phantasie und Gediichtniss hervorgerufene, zeigt uns 
alle Dinge der Erscheinungswelt in den Formen des Raums 
und der Zeit. Diese Formen der Anschauung, losgelést von 
dem speciellen Inhalt derselben, sind Gegenstand wissenschaft- 
licher Betrachtung geworden. Die Lehre vom Raum ist die 
Geometrie; die Zeit giebt in Folge ihrer einfachen Ausdeh- 
nung, die keine complicirten Gebilde zulisst, zu keiner be- 
sonderen Wissenschaft Veranlassung; dagegen findet die Com- 
bination von Raum und Zeit in der Mechanik ihre Behand- 
lung. Auch die Denkthitigkeit, soweit sie sich auf Gréssen 
irgend welcher Art erstreckt, fiihrt zu einer abstracten Wissen- 
schaft: der Arithmetik. Da sich das rechnende Denken auf 
das gesammte durch die Anschauung gegebene Material be- 
zieht, so werden auch auf die Formen der Anschauung, 
Raum und Zeit, die Gesetze der Arithmetik angewandt werden 
kénnen, Hier tritt aber eine fundamentale Schwierigkeit ein, 
die nicht véllig beseitigt werden kann, da sie in der Natur 
unseres Geistes begriindet ist. Die Anschauung zeigt uns 
alle Dinge, in riiumlicher wie zeitlicher Beziehung, als con- 
tinwirlich ausgedehnt; die Vorstellung der Stetigheit ist uns 
in Folge dessen unmittelbar klar und erscheint uns selbst- 
verstiindlich. Bewegt sich z. B. ein Punkt auf irgend einer 
Linie von einem Endpunkt derselben zum andern, so zweifelt 
niemand daran, dass er hierbei siimmtliche Punkte der Linie 
passirt, und dass diese Bewegung ohne irgend einen Sprung 
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stattfinden kann. Ganz anders wird aber die Sache, sowie 
wir das Gebiet der reinen Anschauung verlassen und das 
rechnende Denken in Thitigkeit tritt; dasselbe ist naimlich 
nur im Stande, mit disereten Gréssen zu operiren. So fiihrt 
uns schon das eben angefiihrte einfache Beispiel auf unlés- 
bare Schwierigkeiten, sobald wir dazu tibergehen, den Vor- 
gang der stetigen Bewegung verstandesmissig zu zergliedern. 
Wir kénnen uns die ganze Strecke in beliebig viele beliebig 
kleine Theile zerlegt denken und uns die Zeit vorstellen, in 
der ein solecher Theil durchlaufen wird; allein wir kommen 
bei der Fortsetzung dieser Theilung niemals zu Ende und 
kénnen uns daher den Verlauf der ganzen Bewegung nicht 
aus einer Reihe nicht weiter zerlegbarer Theile zusammen- 
gesetzt denken. Bereits der Hleat Zeno erkannte die Schwierig- 
keiten, auf welche die verstandesmissige Zergliederung einer 
continuirlichen Bewegung fihrt, und basirte hierauf mehrere 
seiner bekannten Parodoxen. Aber auch in einer anderen 
Hinsicht zeigt sich unser Verstand dem zu bewiltigenden 
Material nicht vollkommen gewachsen. Die Anschauung giebt 
uns Raum und Zeit als unbegrenzte, unendliche Gréssen; der 
Verstand dagegen ist nicht befihigt, das Unendliche voll- 
stindig zu verarbeiten und als Grésse zu behandeln, mit der sich 
rechnen lisst. Das menschliche Denkvermdgen ist entschieden 
unvollkommener organisirt als die menschliche Anschawung; 
allein trotz dieser Unvollkommenheit stellte sich die Mathe- 
matik die Aufgabe, die Formen der Anschauung, also con- 
tinuirliche Grossen, arithmetischer Behandlung zu unterwerfen, 
und es muss als eine der bedeutendsten wissenschaftlichen 
Leistungen bezeichnet werden, dass es wirklich gelungen ist, 
die Aufgabe — freilich nicht ganz ohne alle Gedankenspriinge 
— in befriedigender Weise zu lésen. Das Product der Be- 
strebungen, den Begriff der Continuitiéit in die Arithmetik ein- 
aufiihren, ist die Lunctionentheorie. 


Erster Abschnitt. 
Zahlen und Rechnungsoperationen. 


$1. 
Hinfihrung der Zahlen und Rechnungsoperationen. 

1. Das Grundelement der Arithmetik ist die ganze Zahl; 
dieselbe ergiebt sich durch Abstraction aus der Beobachtung, 
dass hiufig Dinge von wesentlich gleichen Higenschaften 
mehrfach vorhanden sind. Die Grundoperation der Arithmetik 
ist die Addition, das Zusammentiigen mehrerer Zahlen zu 
emem Ganzen. Als einfachsten Grundsatz erkennen wir, dass 
es fiir das Resultat gleichgiiltig ist, in welcher Reihenfolge 
mehrere Zahlen zusammengefiigt werden; ebenso ist es evi- 
dent, dass eine Addition mehrerer ganzer Zahlen immer aus- 
fiihrbar ist und immer ein und nur em ganzzahliges Resultat 
liefert. 

Aus den beiden einfachen Grundbegriffen der ganzen Zahl 
und der Addition muss sich das ganze complicirte Gebiiude der 
Arithmetik und Analysis aufbauen lassen, soweit ber demselben 
nicht Vorstellungen verwandt werden, die nur der Anschauung, 
nicht dem Denken zu entlehnen sind. 

2. Dureh wiederholte Addition der nimlichen Grosse ge- 
Jangen wir zur Multiplication; die elementarsten Betrachtungen 
zeigen, dass das Product von der Reihenfolge der Factoren 
unabhingig ist. Die wiederholte Multiplication desselben 
Factors fiihrt zum Begriffe der Potenz. Als wesentlich muss 
hervorgehoben werden, dass Multiplication und Potenzirung 
bei ganzen Zahlen immer zu einem und nur einem ganz- 
zahligen Resultat fiihren. Hine Vermehrung der drei directen 


Operationen wire wohl méglich, doch ohne Werth. 
1* 


4 Erster Abschnitt. — § 1. 


3. Aus dem Begriff einer Operation leitet man den 
ihrer Umkehrung her. Ist a + 6 =, so kann man verlangen, 
bh zu finden, wenn a und ¢ gegeben sind. Die Subtraction, 
zu der wir auf diese Weise gefiihrt werden, ist nicht wie die 
directen Operationen in allen Fallen ausfiihrbar; wenn sie in- 
dessen ausgefiihrt werden kann, so lefert auch sie nur ein 
einziges Resultat, sie ist eme eimdeutige Operation; denn 
andernfalls miissten mehrere verschiedene Gréssen zu der- 
selben hinzugefiigt die gleiche Summe liefern, was der un- 
mittelbarsten Anschauung widerspricht. Unméoglich wird die 
Subtraction, wenn der Subtrahend den Minuenden an Grosse 
iibertrifft, so lange wir keine Gréssen wie die bis jetzt ein- 
gefiihrten zur Verfiigung haben. Die Subtraction postulirt die 
Einfiihrung neuer Zahlen. Ganaichst kommen wir durch Sub- 
traction einer Zahl von einer gleichen zu der Null, die vor- 
her nicht als Zahl auftrat. Die vorliufig noch ganz imagi- 
niren Grossen, welche wir als Resultat der Subtraction der 
uns bis jetzt bekannten Zahlen, die wir nunmehr als positive 
bezeichnen wollen, von der Null ansehen; nennen wir negative 
Zahlen. Viele einfache Beispiele, deren Anfiihrung tiberfliissig 
ist, zeigen, dass sich solehen negativen Zahlen sehr wohl ein 
verniinftiger Sinn unterlegen lisst, sodass dieselben bereits 
seit langer Zeit den Charakter rein fictiver Grossen verloren 
haben. Die wichtigste Versinnbildlichung der positiven und 
negativen Gréssen ist fiir uns die geometrische. Denken wir 
uns auf einer geraden Linie einen beliebigen Punkt als Null- 
punkt festgesetzt, so kénnen wir auf derselben vom Nullpunkt 
ausgehend nach beiden Seiten hin in immer gleichen Ab- 
stinden beliebig viele Punkte fixiren, von denen die eine 
Reihe die positiven, die andere die negativen Zahlen reprii- 
sentirt. Der Werth einer Zahl hangt dann nicht allein von 
der Ldnge des Weges ab, den man durchlaufen muss, um 
vom Nullpunkt bis zu dem die Zahl repriisentirenden Punkt 
zu gelangen, sondern auch von der Lichtung dieses Weges. 
Die Addition mehrerer :Zahlen wird dann in der Weise ver- 
sinnbildlicht, dass man nacheinander die diesen Zahlen ent- 
sprechenden Strecken, zuerst vom Nullpunkte ausgehend, zu 
durchlaufen hat, und zwar jedesmal in demjenigen Sinne, der 
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der betreffenden Zahl als positiver oder negativer Grésse zu- 
kommt. Um z. B. + 3 und — 5 zusammenzufiigen, wiirden 
wir zuerst vom Nullpunkte um drei Langeneinheiten (d. h. 
drei Strecken von der Grésse des Abstandes der Punkte 0 
und 1) im positiven Sinne, also bis zum Punkte + 3 gehen, 
uns dann aber um fiinf Liingeneinheiten im negativen Sinne, 
also bis — 2 bewegen. Soll dagegen a — b geometrisch dar- 
gestellt werden, so legen wir zuerst vom Nullpunkt aus die 
Strecke @ in dem ihr zukommenden Sinne, dann aber die 
Strecke b in dem Sinne zuriick, der dem ihrem Vorzeichen 
entsprechenden entgegengesetzt ist. Durch diese geometrische 
Betrachtung ist zugleich die arithmetische Bedeutung, die wir 
der Addition und Subtraction entgegengesetzter Gréssen bei- 
legen wollen, so deutlich erklart, dass wir auf dieselbe nicht 
weiter einzugehen brauchen. Offenbar haben wir diese Opera- 
tionen derart festgesetzt, dass nirgends eine Ungleichartig- 
keit eintritt, und dass sie im speciellen Falle mit den friiheren 
Definitionen zusammenfallen. Ins Besondere ist ersichtlich, 
dass auch hier noch die Subtraction als Umkehrung der Ad- 
dition erscheint und auch in diesem allgemeineren Sinne eine 
eindeutige Operation ist. Bemerkenswerth ist ferner, dass bis 
jetzt die positiven und negativen Gréssen einen durchaus 
symmetrischen Charakter tragen, so dass es nichts ausmacht, 
welche von zwei entgegengesetzten Gréssen man als die po- 
sitive, welche als die negative betrachten will. Ganz anders 
gestaltet sich jedoch die Sache, wenn wir zur Hinfiihrung der 
Multiplication positiver und negativer Gréssen tibergehen. 
Wir definiren dieselbe in der Weise, dass die ftir sie gelten- 
den Regeln sich ohne Widerspruch in die fiir positive (d. h. 
fiir die urspriinglich eingefiihrten) Gréssen geltenden iiber- 
fiihren lassen. Wenn nun aber nicht allein a, b, ¢ und d, 
sondern auch a-++ 6 und ¢-+d positiv sind, so sind leicht 
die Formeln 


(a + b) (ec +d) =ac + be + ad + bd, 
(a — b) (e + d) = ac — be + ad ++ bd 


zu erweisen. Setzen wir jetzt fest, dass diese Formeln auch 
noch gelten sollen, wenn die vorhergenannten Zahlen theil- 
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= 
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weise Null oder negativ werden, so finden wir, indem wir 
a—c=O setzen, sofort die bekannten Regeln fiir die Mul- 
tiplication positiver und negativer Gréssen. Ist ein Factor 
Null, so wird auch das Product Null. Die geometrische Re- 
priisentation dieser Regeln ist einfach. Ist @ mit 6 zu mul- 
tipliciren, so legt man in der a entsprechenden Richtung vom 
Nullpunkte aus eine Strecke zuriick, die dem ohne Riicksicht 
auf die Vorzeichen genommenen Product von a und 6 ent- 
spricht. Ist nun 0 positiv, so haben wir hiermit ab gefunden; 
ist dagegen b negativ, so miissen wir die ganze Strecke eine 
Drehung von 180° um den Nullpunkt ausfiihren lassen. Dass 
auch hier noch die Reihenfolge der F'actoren ohne Einfluss 
ist, ergiebt sich ohne Weiteres. Die Symmetrie der positiven 
und negativen Zahlen hort jetzt vollstiindig auf; mit Riick- 
sicht hierauf haben wir gleich von Anfang an bei der De- 
finition der entgegengesetzten Gréssen diese Symmetrie nicht 
gewahrt, sondern als positiv die urspriinglich gegebenen Zahlen, 
als negativ die entgegengesetzten bezeichnet. 

4. Die Umkehrung der Multiplication ist die Division; 
wegen der Vertauschbarkeit der Factoren ist niimlich nur 
eine solche Umkehrung denkbar. Die Division ganzer Zahlen 
fiihrt nur ausnahmsweise zu einem ganzzahligen Quotienten 
und postulirt daher ebenfalls die Hinfiihrung neuer Gréssen: 
der gebrochnen Zahlen, denen sich noch leichter als den 
negativen eine allgemein verstiindliche Bedeutung unterlegen 
lasst; man braucht sich eben nur die bisher als individuell 
gedachten Hinheiten als theilbar vorzustellen. Auch die geo- 
metrische Darstellung der gebrochnen Zahlen liegt nahe; man 
theilt die Zwischenriiume zwischen den die ganzen Zahlen 
markirenden Punkten in die néthige Anzahl von Theilen und 
weist diese Theilpunkte den gebrochenen Zahlen in einer Art 
zu, die keiner weiteren Hrérterung bedarf. Die Rechnungs- 
operationen fiir die neuen Gréssen miissen wieder dergestalt 
definirt werden, dass die entsprechenden fiir ganze Zahlen als 
Specialfille derselben erscheinen; genauer darauf einzugehen 
diirfte tiberfliissig sein, da keine Schwierigkeiten bei der Hin- 
fiihrung auftreten und die Resultate aus der Elementararith- 
metik bekannt sind. Die Vertauschbarkeit der Factoren bleibt 
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auch jetzt noch gewahrt; die geometrische Reprisentation 
macht keine neuen Principien néthig. 

Hs soll hier nur nachgewiesen werden, dass die Division 
ebenfalls eine eindeutige Operation ist. Wiirde niimlich die 
die Division lefinirende Gleichung az =b mehrere Werthe 
fiir « zulassen, von denen wir einen mit x, bezeichnen wollen, 
wihrend dem anderen die Form a, + a, gegeben werden 
kann, so hatten wir 


ax,=b und -a(v%,+4,)—b oder az, +ax,—b, 


woraus durch Subtraction av, 0, also falls nicht a =O 
ist — in diesem Falle hat die Division vorliufig gar keinen 
Sinn —, x, =O folgt; denn das Product zweier von Null 
verschiedenen Gréssen ist niemals Null. 

Schliesslicltt bemerken wir noch, dass wir auch jetzt, 
nachdem wir zwischen die (bei der geometrischen Darstellung) 
getrennt liegenden ganzen Zahlen in beliebig kleimen Zwischen- 
riumen beliebig viele weitere Punkte eingeschoben haben, 
durch arithmetische Griinde nicht gendthigt werden, uns die 
Zahlenreihe als eine continwirliche zu denken; die geometrische 
Darstellung weist freilich bereits jetzt darauf hin. 

Addition, Subtraction, Multiplication und Division bilden 
im Vere mit den positiven und negativen ganzen und gebrochenen 
Zahlen eine in sich abgeschlossene Gruppe, da unter Zugrunde- 
legung dieser Zahlen keine der angefiihrten Operationen unmég- 
lich wird und hierdurch zur Einftihrung neuer Grossen Ver- 
anlassung giebt. — 

5. Bezeichnet @ eine veriinderliche Grésse, so nennt man 


y = fa) = aga" + aa"! + aya? ot dye + dy, 
worin die @ vorliufig Gréssen der bekannten Gattungen, 
spiterhin aber auch Gréssen noch weiter einzufiihrender Gat- 
tungen bezeichnen mégen, eine ganze Function. Unter Fune- 
tion verstehen wir niimlich eine Grosse, welche von einer 
andern veriinderlichen Grésse derart abhingt, dass zu jedem 
(eventuell mit Ausnahmen) Werth der letzteren ein oder 
mehrere bestimmt festgesetzte Werthe der ersteren gehoren. 
F(x) mot in dem f,() und f,(~) ganze Functionen von 


a 


bee 4) 


Fe 
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x bezeichnen, heisst eine rationale Function von «; die ganzen 
Functionen sind nur ein specieller Fall der rationalen. Offen- 
bar ist die rationale Function die allgemeinste Function einer 
Variabeln, die man durch eine endliche Anzahl von Addi- 
tionen, Subtractionen, Multiplicationen und Divisionen sowie 
Potenzirungen herstellen kann. Hs tritt nun die Untersuchung 
derjenigen Rechnungsoperationen an uns heran, die dadurch 
definirt sind, dass man die Bestimmung von w verlangt, falls 


ne =a gesetzt wird. Schafft man den Nenner weg und 


ordnet nach Potenzen von w, so sieht man, dass es gentigt, 
die Lésungen der Gleichung 

Yy = f(@) Aya” ay Eg Oy 1 On = O 
zu untersuchen. — Hin specieller Fall dieser offenbar sehr 
allzemeinen Umkehrungsoperation ist die durch 2” = a, oder 
wie man zu schreiben pflegt, c=Va definirte Operation, 
d. h. die Wurzelausziehung. Auch von dieser wollen wir 


zgunichst nur den einfachsten Fall, «7? =a oder 7 = Va ins 


‘Auge fassen. Hierbei stossen wir, abgesehen von der Doppel- 


deutigkeit der Quadratwurzel, die erst weiter unten in voll- 
stiindigerer Weise behandelt werden soll, auf zwei Vorkomm- 
nisse von der gréssten Bedeutung. Ist @ eine ganze, positive 


Zahl, so ist Va nur in vereinzelten Fallen wieder eine solche; 


ist Ya keine ganze Zahl, so kann es auch kein Bruch sein; 
denn ein Bruch, der auf die einfachste Benennung gebracht 
ist, giebt ins Quadrat erhoben einen Bruch, der ebenfalls im 
Zihler und Nenner keinen gemeinsamen Factor hat, der sich 
also nicht durch Wegheben des Nenners als ganze Zahl dar- 


stellen lisst. Somit ist Ya, falls es nicht wieder eine ganze 
Zahl ist, in der Reihe der bis jetzt bekannten Zahlen iiber- 
haupt nicht enthalten. Wir gelangen also zur Hinfiihrung 
einer neuen Klasse von Zahlen, die wir als rationale be- 
zeichnen wollen, im Gegensatz zu den bisher betrachteten, 
sog. rationalen Zahlen. Hs fragt sich nun, in welcher Weise 
die irrationalen Gréssen geometrisch zu versinnbildlichen sind; 
ob sie mit den rationalen in derselben Reihe unterzubringen 
oder irgendwo sonst zu placiren sind; oder, was auf dasselbe 
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e 


hinauslauft, ob dieselben zu den rationalen Zahlen gewisse 
Gréssenbeziehungen haben, so dass wir beispielsweise sagen 


kénnen, / 2 sei grosser als 1, kleiner als 2, oder ob die 
irrationalen Zahlen als ginzlich verschiedenartige Gréssen 
zu den rationalen in gar keiner Gréssenbezienung stehen. 
Hier lisst uns die arithmetische Betrachtungsweise voll- 
stindig im Stich. Allerdings sehen wir, dass z. B. 1,414 
ms Quadrat erhoben etwas weniger wie 2, 1,415 ins 
Quadrat erhoben schon etwas mehr wie 2 giebt; allein dies 


berechtigt uns durchaus nicht zu schliessen, V2 liege zwi- 
schen 1,414 und 1,415; denn ) 2 ist ja, so lange wir nur 
rein arithmetische Operationen benutzen, eine ganz ausser- 
halb des Bereichs der rationalen Zahlen stehende Grosse. Dass 


wir nun in Wirklichkeit //2 doch einen Werth beimessen, 
der zwischen den angegebenen Grenzen liegt, ist nur durch 
Herbeiziehen der Anschauung, und zwar am besten durch 
geometrische Versinnbildlichung zu erkliren. Wir wollen 
uns jetzt die Zahlenreihe nicht mehr aus discreten Punkten 
zusammengesetzt, sondern wie die geometrische Linie als 
ein fortlaufendes Continuum vorstellen; wir wollen also an- 
nehmen, dass die Grésse x in continuirlicher Folge simmt- 
liche positiven und negativen Zahlen durchlaufen kann, ohne 
dabei jemals einen Sprung zu machen. Und jetzt gelangt 
die irrationale Grésse zu voller Hxistenz! | 


6. Bevor wir indessen auf Grund der Erweiterung des 
Zahlensystems zum Existenzbeweis der Quadratwurzeln tiber- 
gehen, miissen wir untersuchen, in welcher Weise ein Rechnen 
mit Zahlen méglich ist, die wohl dem eben definirten Zah- 
lenecontinuum, nicht aber dem Bereiche der rationalen Zahlen 
angehéren. Dass sich hierbei wesentliche Schwierigkeiten 
darbieten, versteht sich nach dem in der Hinleitung Gesagten 
wohl von selbst; der menschliche Geist ist eben nur im 
Stande, mit discreten, nicht mit continuirlichen Gréssen zu 
operiren. Indessen giebt es doch ein Verfahren, welches hier 
wie in allew ahnlichen Fallen die Schwierigkeit soweit iiber- 
windet, als dies nach der Natur der Sache tiberhaupt méglich 
ist. Statt nimlich eine Rechnung mit absoluter Genauigkeit 
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auszuftihren, zeigen wir nur, dass wir sie mit beliebig weit 
gehender Genauigkeit ausfiihren kénnen; statt zu zeigen, dass 
zwei Gréssen gleich sind, zeigen wir nur, dass ihr Unter- 
schied kleiner ist, als jede angebbare noch so kleine endliche 
Grosse. Wir kénnen geradezu als Axiom aussprechen: ,,Zwer 
Gréssen, von denen sich nachweisen ldsst, dass sie um weniger 
als eine noch so kleine endliche Grosse verschieden sind, sind 
gleich. 

Mit Hilfe des eben ausgesprochenen Princips kénnen wir 
das Rechnen mit irrationalen Zahlen definiren; doch wollen 
wir uns hierbei auf positive Zahlen beschranken, da die 
hierfiir anzustellenden Betrachtungen sich ohne Weiteres auch 
auf negative tibertragen lassen. — Unmittelbar ersichtlich 
ist es, dass wir die Linie, welche die Zahlenreihe reprasen- 
tirt, in unendlich viele, beliebig kleine gleiche Theile ein- 
theilen kénnen, derart dass jeder Theilpunkt eine rationale 
Zahl reprisentirt. Halten wir uns beispielsweise an das 


Decimalsystem, so kénnen wir jeden Theil gleich —~ machen, 
10 


worin ” eine positive, ganze Zahl von beliebiger Grosse be- 
zeichnet. Sind daher a und 6 positive irrationale (oder auch 
rationale) Zahlen, so kann man immer « <a< a + 0, 
B<b<6-+ 6 setzen, worin a, B, 0, € rationale Zahlen be- 
deuten, von denen wir die beiden letzten so klein annehmen 
kénnen, wie wir -wollen. Was nun die Addition und Sub- 
traction zweier irrationalen Gréssen anlangt, so hat sie, in 
geometrischem Sinn aufgefasst, bei irrationalen Gréssen die- 
selbe Bedeutung wie bei rationalen; dagegen ist die Multi- 
plication und Division nicht in einfacher Weise geometrisch 
definirbar. Um die Addition irrationaler Gréssen (und in 
gleicher Weise ist dies fiir die Subtraction méglich) auch 


in arithmetischem Sinne festzusetzen, bestimmen wir, dass_ 


a-+b den Ungleichungen 
a+Bp<atd<at+p+od+e 

gentigen soll; wegen der beliebigen Kleinheit von 6 und « 

ist hiermit die Summe von a + 6 mit beliebiger’ Genauigkeit 


festgesetzt. Das Product ab definiren wir durch die Un- 
gleichung 
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aB <ab< (a+ 8) (B-+ 2); 
auch hier kann 
(@+8) (6+) =ab+potastoe 
durch Annahme hinlinglicher Kleinheit von 6 und ¢ von «6 
beliebig wenig verschieden gemacht, der Werth von ab also 
mit jeder beliebigen Genauigkeit es werden. Und in 


ahnlicher Weise lisst sich auch > mit beliebiger Anniherung 


oO 
re) F) a4 
durch “ oder cm ersetzen, da = — = Seis a 


Res B+e : Bon AB 


beliebig klein gedacht werden kann. 


7. Wir sind jetzt in den Stand gesetzt, den Hxistenz- 


beweis der irrationalen Quadratwurzeln zu fiihren. Halten 


wir uns etwa an das Beispiel /2! Lassen wir in x? die 
Grésse x in continuirlicher Folge alle positiven Werthe von 
O anfangend bis iiber eine beliebige Grenze annehmen, und 
zwar so, dass x bestiindig zunimmt, so wird auch 2” bestiindig 
von 0 bis iiber irgend eine beliebig weit fortzuriickende 
Grenze wachsen. Es ist nimlich (x + 0)? = a? + 2a0 
+ 6°? > a’, und es ist andrerseits auch (# + 0)? — a? = 
(2% -+ 0)0 fiir hinlinglich kleine 0 kleiner- wie jede noch 
so kleine endliche Grésse zu machen, woraus ersichtlich ist, 
dass a” bei continuirlich wachsendem x nicht sprungweise, 
sondern continuirlich wiichst. a wird daher bei der ange- 
gebnen Aenderung alle Punkte passiren, die zwischen 0 und 
einer beliebigen Grésse liegen; es wird also auch einmal 


genau gleich 2 werden, und in diesem Momente ist « = Y 2. — 
Dass sich die Quadratwurzeln aus rationalen Zahlen geome- 
trisch durch elementare Constructionen darstellen lassen, ist 
bekannt. Allgemeinere Untersuchungen folgen weiter viet are 
Uber das arithmetische Rechnen mit irrationalen Wurzel- 
grossen braucht nach dem Obigen nichts beigefiigt zu werden. 

8. Ist in x = a die Grosse a negativ, so giebt es weder 
eine negative oder positive, rationale oder irrationale Zahl, 
welche der Gleichung gentigt; wir werden also darauf hin- 
gewiesen, noch eine weitere Gattung von Zahlen, die sog. 
imagindren einzufiihren. Da der allgemeinere Fall leicht auf 
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die Betrachtung der Gleichung 2 == — 1 zuriickftihrbar ist, 
so geniigt es, fiir die beideh fictiven Lésungen der letzeren, 
+YV—1 die allgemein gebriiuchliche Bezeichnung ++ ¢ ein- 
zufiihren. Die friiher bekannten Gréssen nennen wir jetzt 
reelle, solche von der Form 6% imagindre, und endlich solche 
von der Form @ -+-.bi (hierbei sind natiirlich a und 6 reell) 
complexe Gréssen. Wir setzen fest, dass mit den complexen 
Gréssen genau nach denselben Regeln gerechnet werden soll, 
wie mit den reellen, nur dass immer 7? = — 1 zu setzen 
ist; die Vertauschbarkeit der Faktoren eines Products und 
andere Sitze bestitigen sich dann leicht auch fiir die com- 
plexen Gréssen in Folge der Definition. — Den complexen 
Gréssen lassen sich keine so elementaren Deutungen geben 
wie etwa den negativen; doch ist fiir sie eine geometrische 
Darstellung méglich, durch die auch sie den Charakter rein 
fietiver Gréssen verlieren und durch die sie in der Mathe- 
matik erst recht heimisch gemacht wurden. 


§ 2. 
Geometrische Darstellung der complexen Zahlen. 


1. Bei der geometrischen Interpretation der Multipli- 
cation mit negativen Gréssen sahen wir uns gendthigt, eine 
Drehung zu benutzen, und diese Bemerkung zeigt uns den 
Weg an, auf dem wir zu einer naturgemissen geometrischen 
Darstellung der complexen Zahlen gelangen. Wir wollen 
namlich annehmen, dass bei einer Multiplication mit einer 
Zahl nicht nur eine Grésseninderung, sondern auch eine be- 
stimmte Drehung der fraglichen Strecke um den Nullpunkt 
stattfinde. Nun ist durch a? = — 1 eine Zahl « = +i 
definirt, die mit sich selbst multiplicirt — 1 giebt. Dieser 
Bedingung entsprechen diejenigen Punkte der Ebene, welche 
auf einer durch den Nullpunkt gehenden, zur Geraden 
der reellen Zahlen senkrechten Geraden liegen, und zwar 
in derselben Entfernung vom Nullpunkt, wie die posi- 
tive und negative Hinheit; man gelangt nimlich zu diesen 
Punkten durch eine Drehung der Einheitsstrecke um 90° und 
von denselben aus durch die niimliche Drehung zur negativen 
Hinheit. Welchen der beiden Punkte man als + 7, welchen 


Geometrische Darstellung der complexen Zahlen. 13 


als — 7 bezeichnen will, ist ganz gleichgiiltig, da keine 
dieser beiden Gréssen vor der andern irgendwie ausge- 
zeichnet ist. Man pflegt gewdhnlich die Gerade der reellen 
Zahlen horizontal zu legen und die positiven Zahlen rechts, 
die negativen links vom Nullpunkt aufzutragen; die Grosse 
-+ 7 verlegt man dann auf den oberen, — 7 dagégen auf den 
unteren Theil der verticalen Axe. - 

2. Nach dieser Festsetzung ist es sofort evident, in wel- 
cher Weise jeder complexen Grosse ein Punkt in der Kbene 
der beiden festgelegten Geraden zuzuweisen ist. Zuniichst 
theilt man die verticale Axe in derselben Weise wie die 


—- + 3% 
c 5 
————$———— e+ fi 


= a 2% = 7| 
\e+eil=r Bos | 
++i pha be 


at 


B 


Brees | | 
4 ; ie Z i 1 eet! sh +3 | 
| | = 


wR Ka) = se 


ay 
| = 


23 


+ — 3% 


Pig, 1. 
horizontale ein (vgl. Fig. 1); in den Entfernungen 1, 2, 3 u.s.w. 
vom Nullpunkt haben wir dann nach oben auf derselben die 
Zahlen i, 22, 37 u. s. w., nach unten — i, — 2i, — 3iu.s.w. 
und dazwischen die gebrochenen und irrationalen rein imagi- 
niren Zahlen. Um « + $i einen Punkt anzuweisen, gehen 
wir zuerst auf der horizontalen Axe bis zum Punkte @ und 
von hier aus senkrecht nach oben oder unten (je nachdem p 
positiv oder negativ ist) um die f entsprechende Strecke; 
der Endpunkt dieses Weges ist dann @ + 7. Hiernach ist 
jeder complexen Zahl ein Punkt der Ebene zugeordnet, und 
“jedem Punkt der Ebene entspricht eine complexe Zahl. 
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3. Den directen Abstand eines Punktes a = a + 67 der 
Ebene vom Nullpunkt bezeichnen wir als den absoluten Werth, 
den absoluten Betrag oder den Modul von a und schreiben 
fiir denselben 

mod. a oder |a|; 
die letztere Bezeichnungsweise hat den Vorzug, dass sie nicht 
in der Mathematik in noch anderem Sinne gebraucht wird. 
Nach dem Pythagoreischen Lehrsatz haben wir 


(1.) |Ja| = Vo? + 8B, 
wo fiir die Wurzelgrésse der positive Werth zu wihlen ist, 
da wir uns den absoluten Betrag als eine durchaus positive 
Grosse denken wollen. Setzen wir |a = ~7 und bezeichnen 
den Winkel, den die Verbindungslinie zwischen dem Punkte 
a und dem Nullpunkt mit der positiy gerichteten Axe der 
reellen Geraden (der sog. Abscissenaxe) bildet, wobei wir die 
Drehung von der letzteren nach der positiven Seite der Axe 
der rein imaginiren Gréssen (der sog. Ordinatenaxe) als 
positiv ansehen, mit g, so haben wir Bp = rsing, a =rcosg, 
a=r(cosm-+ ising); der absolute Betrag von cos + isin 
ist 1*). Man kann sich die Erzeugung des Punktes a = 
r(cosg -+ ising) auch so denken, dass man vom Nullpunkt 
aus die Strecke 7 in der durch m bestimmen Richtung zu- 
riicklegt. 

4, Hs ist, wenn a=a-+ Bi, b=y + 0% gesetzt wird, 


*) Man wolle es nicht als eine Inconsequenz ansehen, wenn bereits 
hier die trigonometrischen Functionen verwandt werden, wiihrend deren 
Einfiihrung als analytische Functionen erst spiiter stattfindet. Die 
trigonometrischen Functionen haben vorliufig fiir uns nur die Bedeu- 
tang rein geometrischer Bezeichnungen, durch deren Verwendung wir 
in den Stand gesetzt werden, viele geometrische Beziehungen weit 
einfacher darzustellen, als dies sonst der Fall wire. Alle folgenden 
Betrachtungen, bei denen trigonometrische Functionen auftreten, liessen 
sich auch elementargeometrisch behandeln, nur wiirden sie hierdurch 
unertraiglich schwerfillig werden. 

Wenn iibrigens spiterhin das Argument der trigonometrischen 
Functionen als Grésse in Betracht kommt, so wollen wir uns darunter 
nicht den betreffenden Winkel, sondern die Lénge des zugehdrigen 
Kreisbogens mit dem Radius 1 denken; an Stelle von 360° werden wir .« 
2m sagen u. 8s. Ww. 


J 
br 
= 


Geometrische Darstellung der complexen Zahlen. 123 Yeo 


a+b=(e«e+y)+(6+6)2; geometrisch kann man sich 
die Addition derart ausgefiihrt denken, dass man vom Null- 
punkt ausgehend die Strecken |a@| und |b| in den ihnen zu- 
kommenden Richtungen nach einander zuriicklegt; ‘ahnlich 


Fig. 2. 


stellt sich die Subtraction dar. Aus dem Anblick von Fig. 2 
ergiebt sich die Relation 


(2.) |a| — |b] S|a+ b|<|a| +0], 


deren arithmetische Herleitung wir dem Leser tiberlassen. 


In Worten ausgesprochen lautet diese Ungleichung: Der 
absolute Betrag der Summe oder Differenz zweier Grissen ist 
nicht kleiner als die Differenz der absoluten Betriige der ein- 
zelnen Grissen und nicht grisser als die Summe derselben. 

5. Die geometrischen Regeln fiir die Multiplication (und 
hiermit auch fiir die Division) complexer Gréssen folgen aus 
dem sog. Moivre'schen Satz. Nach bekannten trigonometri- 
schen Formeln ist . 


(3.) (cosp + ising) (cosy + isin) = cospeosy — sing siny 
+ «(sing cosy + cospsiny) = cos(p + ~) + isin(p+y); 


durch wiederholte Anwendung dieser Formel folgt 


(4.) (cosy ++ ising)" = cosng + isin nQ. 
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Ferner ist 
= 1 cos m — isin p 
(5.) coop +ising  (cosp + ising) (cos p — sing) 


Ba ea = cosp — ising ==cos(— m) +isin(— g) 
und somit 
(6.) (cosm + ising)—” = cosng — isinng 
= cos(— ng) + tsin (— nq). 

6. Ist nun ar (cosy + ising), b= (cosy + isiny), 
so folet 
is ab = reo [cos(g + ~) + isin (y + 7) |. 

Dies giebt die Regel: 

Man multiplicirt zwei complexe Gréssen geometrisch mit 
einander, indem man thre Moduln mit einander multiplicert und 
thre Richtungswinkel addirt. Der absolute Betrag des Productes - 
ist dem Product der absoluten Betrdge der einzelnen Factoren gleich. 

Mit Leichtigkeit lassen sich weiter die Formeln herleiten: 


(8.) 5g Leos(p — ¥) + ésin(y — ¥)], 
(9.) a" =7" [cosng + isinng], 


deren Hinkleidung in Worte wir dem Leser anheimgeben. 
'%, Wir sind somit zu einer geometrischen Reprisentation 
der complexen Zahlen gelangt, die eine einfache Deutung der 
elementaren Rechnungsoperationen zulisst; nirgends ergab 
sich ein Widerspruch oder eine Ungleichmissigkeit, welche 
diese Darstellung unméglich oder unzweckmissig machten; 
doch kénnen wir deshalb nicht behaupten, dass letztere die 
einzig mogliche sei. Hin Punkt ist indessen trotzdem vor- 
handen, in dem sich die geometrische Darstellung mit den 
arithmetischen Beziehungen nicht vollig deckt. Lassen wir 


in dem Ausdruck = die Variable x dem absoluten Werth 


nach immer abnehmen, so wird— 


immer grosser, um 
schliesslich tiber alle Grenzen zu wachsen, wenn & sich der 
Null nihert. Diese Betrachtung veranlasst uns, dem an 


sich sinnlosen Ausdruck = den Werth wnendlich beizulegen, 


eine Festsetzung, die freilich nur einen symbolischen Cha- 
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rakter trigt, da wir den Begriff yunendlich® nicht arithmetisch 
verarbeiten kénnen; in Wirklichkeit kénnen wir immer nur 
tiber Gréssen etwas nachweisen, deren absoluter Betrag tiber 
jede Grenze wiichst. Lassen wir |x| tiber alle Grenzen 


b : 1 “6 
wachsen, so nihert sich =, der Null; da nun fiir alle end- 


lichen, von Null verschiedenen x der Ausdruck y = = durch- 


aus eindeutig ist, so wollen wir der Gleichmissigkeit wegen 
amnehmen, dass auch fiir «0 diese Hindeutigkeit gewahrt 
wird, dass somit nur ei Unendlichkeitspunkt existirt, bei 
dem eine Unterscheidung von reell und complex, positiv und 
negativ nicht miéglich ist, gerade so wie im Nullpunkt 
Reelles und Complexes, Positives und Negatives zusammen- 


‘fallt. Diese Anschauungsweise, zu der uns die arithmetische 


Untersuchung fiihrt, stimmt aber keineswegs mit der aus 
geometrischen Betrachtungen sich ergebenden zusammen; 
denn es ist bekannt, dass die letzteren zu der Anschauung 
drangen, dass auf einer Ebene unendlich viele im Unend- 
lichen gelegene Punkte vorhanden sind, die alle auf einer 
Geraden liegen. Wir haben hier einen entschiedenen Wider- 
spruch, fiir den auch die gern angewandte Vorstellung, die 
an Stelle der Ebene der complexen Zahlen die Oberfldche 
emer unendlich grossen Kugel setzt, auf der sich N ullpunkt 
und Unendlichkeitspunkt diametral gegentiberliegen, keine 
eigentliche Lésung bietet. Indessen hilt uns dieser einzige 
Widerspruch nicht ab, die sonst als durchaus zutreffend 
erkannte Reprisentationsweise unsern spiitern Betrachtungen 
zu Grunde zu legen und auch unsere Ausdrucksweise oft 
derselben entsprechend zu wihlen. 


§ 3. 
Die algebraischen Operationen. 

1. Wir wurden zu der Hinfiihrung der complexen Gréssen 
durch eme ganz specielle algebraische Operation, das Quadrat- 
wurzelausziehen, veranlasst. Es tritt nun an uns die ent- 
scheidende Frage heran: Ist es im Interesse der allgemeinen 


und gleichmiissigen Durchfiihrbarkeit der allgemeinsten alge- 
Rausenberger, periodische Functionen, 2 
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braischen Operation, als die wir die Berechnung yon # aus 
einer Gleichung 


aa” +a, t+--+ai*2 +a, =—0 
betrachten, in welcher jetzt die a beliebige complexe Gréssen 
bedeuten mébgen, geboten, noch weitere Zahlengattungen im 
die Arithmetik einzufiihren, oder reicht das bis jetzt aufge- 
stellte Zahlensystem aus? Dass das Letztere der Fall ist, 
ergiebt sich aus den folgenden Untersuchungen, die gewohn- 
lich der Algebra zugewiesen werden, die jedoch auch in mehr 


als einer Hinsicht die Grundlagen der gesammten Functionen- 
theorie bilden. 


2. Lehrsatz: Jede algebraische Gleichung 


Q) f@=aqa*+a,07+--+ 4,14 +a, =0 


hat mindestens eine reelle oder complexe Wurgel, d. h. es exi- 
stort immer im Bereiche der bis jetzt eingeftihrten Zahlen ein 
Werth fiir x, durch den die Gleichung befriedigt wird. 
Beweis: Wir denken uns in dem Ausdrucke y = f(z) 
zunichst « variabel; andert sich dann aw im Bereiche der 
endlichen complexen Zahlen continuirlich, d. h. ohne einen 
Sprung zu machen, so ist das Gleiche mit f(x) der Fall; 
denn iindert sich x um eine hinreichend kleine (d. h. in Be- 
zug auf den absoluten Betrag) Grésse 0, so wird auch 
f(« + 0) von f(x) nur um eine Groésse verschieden sein, die 
durch hinlingliche Verminderung von 6 unter jede noch so 
kleine Grenze gebracht werden kann. Hs ergiebt sich dies 
unmittelbar durch Hntwicklung von f(# + 0) — f(a) und 
wird auch an spiiterer Stelle ausfiihrlicher dargethan werden. 
Denken wir uns die Werthe von x in bekannter Weise 
in einer Ebene dargestellt, die zugehérigen Werthe von y 
aber in einer andern, so entspricht jedem Punkte in der 
x-Kbene ein einziger Punkt in der y-Ebene; beschreibt der 
Punkt # in der w-Ebene irgend eine zusammenhiingende Linie, 
so beschreibt auch Punkt y in seiner Ebene eine zusammen- 
hiingende Linie. — Untersuchen wir nun zuerst das héchste 
Glied der Gleichung, =a, a”. Setzen wir z= (cosp + 
asin Wy), dy) = Ay (cos o + isin a), «=r (cosm + 7sin p), 


0? — es 
tae “ 
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worin 9, A,, 7 die absoluten Betrige von z, a, « bedeuten, 
so haben wir nach dem Moivre’schen Satz: 


(2.) 2= 0 (cosp + isinp) 

= a r” [cos (&) + nm) + isin(a + nq) ], 
also, 0.—= , v= a + ng, wenn wir von Vielfachen von 
20 ie ae ohne Hinfluss sind. Halten wir nun den 
absoluten Renee von x, also r fest, lassen dagegen p alle 
Werthe von 0 bis 2” durchlaufen, oder, was dasselbe ist, 
Punkt « sich auf einem Kreise mit dem Radius + um den 
Nullpunkt bewegen, so durchliuft ¢ gleichzeitig einen Kreis 
mit dem Radius g@ = A,r (s. Fig. 3). Wiahrend indessen 


¥e Ebene 


Fig. 3. 
x emen Umlauf vyollendet, fiihrt 2 » Umliufe aus (weil 
~ =a, +p ist). Ferner ist ersichtlich, dass auch y= f(x) 
einen geschlossenen Umlauf, der freilich eine sehr complicirte 
Gestalt haben kann, ausfiihrt, falls 2 den Nullpunkt auf einem 
Kreise umlauft; denn f(a) nimmt seinen Ausgangswerth wieder 
an, wenn # zu dem seinigen zuriickkehrt. Schreiben wir weiter 
y = f(a") = Ayr” [cos(a, + n@) + isin (a, + ng) | 


. + A(cosa + ising), 
indem wir 


aa" + aan + ++» + a,x + a, = A(cosa + isine) 
setzen, so kann durch Annahme eines hinlinglich grossen r be- 
wirkt werden, dass A,7” — A beliebig gross wird; denn A enthiilt 


r nur im in. 1)ten Grad. Dieser Umstand Sctohicht esuns, phere 


Q* 
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die geschlossene Curve, die y beschreibt, wenn « den mit r 
als Radius um den Nullpunkt geschlagenen Kreis durchliuft, 
eine wichtige Bestimmung zu treffen. Die Grosse ¢z be- 
schreibt nimlich alsdann einen Kreis, der den Radius A)?” 
und den Nullpunkt zum Mittelpunkt hat, waihrend y jeweilig 
von dem entsprechenden zg um die Strecke A, also vom 
Nullpunkte mindestens um A,7” — A entfernt ist. Bei 
Annahme eines hinlinglich grossen r wird es daher méglich 
sein zu bewirken, dass die von y beschriebene Curve (in der 
Figur punktirt) nicht allein den Nullpunkt, sondern auch 
jeden andern im Endlichen gegebenen Punkt, also etwa a,, 
in sich einschliesst. Nun lassen wir 7 continuirlich abneh- 
men, wiihrend » fiir jedes r wieder dieselben Werthe durch- 
lauft; wir erhalten dann ein System von geschlossenen Curven, 
die sich unmittelbar aneinander anschliessen, da wegen der 
im Hingang erérterten Higenschaft von f(x) ein plotzlicher 
Sprung nicht stattfinden kann. Diese Curven werden daher 
einen zusammenhiingenden Raum (vielleicht mehrfach) iiber- 
decken. Lassen wir nun r bis zur Null abnehmen, so geht 
y in f(0) =a, iiber, so dass sich jene Curve auf den einzigen 
Punkt a, zusammenzieht. Da derselbe aber innerhalb der 
Ausgangscurve lag, so erhellt hieraus, dass das Curvensystem 
den Raum innerhalb der Ausgangscurve in der y-Ebene 
vollstiindig tiberdeckt (ausserdem vielleicht auch noch andere 
Gebiete); oder mit andern Worten: Wenn w alle Werthe an- 
nimmt, welche in emem um den Nullpunkt mit dem Radius 
y beschriebenen Kreis liegen, nimmt y =/(x) alle Werthe 
an, welche innerhalb der Ausgangscurve liegen. Zu den 
letzteren Werthen gehért aber auch die Null; f(7) nimmt 
daher fiir eines jener x den Werth O an, d. h. es existirt 
mindestens ein 2, fiir welches die Gleichung /(~)—=0 befriedigt ist. 

3. Diesem Lehrsatz, der zuerst von Gauss bewiesen 
wurde, fiigen wir einen zweiten bei, der ihn wesentlich ver- 
vollstindigt. 

Lehrsatz: Jede Gleichung nten Grades 
(3.)  fn(%) = a) 2" + a," + ++ + Oy it + Oy = 0 
hat n Lisungen (Wurzeln), von denen nur ausnalmsweise ein- 
zelne zusammenfallen kinnen. 
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Beweis: Wie eben bewiesen, hat die Gleichung (3.) 
jedenfalls eine Lésung o,; dann denken wir uns mit w — a, 
in die Function f,(#) nach den gewohnlichen Regeln der 
Partialdivision dividirt. Diese Division lisst sich so lange 
fortsetzen, bis wir auf einen constanten Rest A stossen, und 
der erhaltene Quotient f,~1 (a) ist alsdann yom (n—1)ten Grad. 
Wir haben also 


(4.) fn (©) = fn—1 (a) (@ — @) + RB. 
Setzen wir hierin «= «a,, so wird voraussetzungsmissig 
fr(@,) = 0, so dass wir 
a= 
finden; hiernach ist 


(5.) fn(X) = fn—s (a) @ — 04), 

d. h. f,(#) ist durch # — a, ohne Rest theilbar, wenn a, 
eine Wurzel von f,(”) = 0 ist. Nun hat aber auch f,1(x) = 0 
mindestens eine Wurzel «,, und wir kénnen f,—-1(”) = f,—-2 (2) 
(a — a.) setzen, wo f,—2(x) nur noch vom (n — 2) ten Grade 
ist. Setzen wir diese Schliisse fort, so gelangen wir zu dem 
Resultat, dass : 


(6.) fr(@) = C (@ — a) (@ — M%)- ++ (& — oy) 
ist; durch Ausmultipliciren finden wir C= a). Aus (6.) ist 
nun ersichtlich, dass f(#) fiir «= a,, a, +--+, und nur fiir 
diese Gréssen verschwindet, also » Wurzeln besitzt, von denen 
freilich auch mehrere gleich sein kénnen. Zugleich haben 
wir das wichtige Resultat, dass sich jede ganze Function nten 
Grades in n lineare Factoren zerlegen ldsst. 

Aus dieser Zerlegung ist auch ersichtlich, wann wir eine 
Wuzrzel der Gleichung als eine mehrfache zu betrachten haben. 


4. Die soeben abgeschlossenen Betrachtungen zeigen, 
dass die allgemeinsten algebraischen Operationen keine Ver- 
anlassung geben, neue Zahlengréssen einzufiihren; denn die 
Lésung einer algebraischen Gleichung nten Grades ist immer 
durch complexe Gréssen und zwar auf » Arten (Grenzfiille 
abgerechnet) moglich, Da wir im weiteren Verlauf der 
Functionentheorie keine Operationen mehr einfiihren werden, 
die yon den algebraischen wesentlich verschieden sind, so 
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werden wir uns nicht genéthigt sehen, noch andere Zahlen- 
gattungen aufzustellen. Damit ist indessen nicht ausge- 
schlossen, dass man durch Verwendung yon Operationen 
ganz anderer Art, z. B. zahlentheoretischer Algorithmen, 
auch auf ganz andere Systeme von fictiven Zahlen hinge- 
wiesen werden kénnte. Nur fiir eine Functionentheorie, die 
sich auf wesentlich algebraischer Grundlage aufbaut, ist das 
zweidimensionale System der complexen Zahlen ein in sich 
abgeschlossenes. Wir kénnen sagen: 


Das zweidimensionale System der complexen Zahlen bildet 
im Verein mit den algebraischen Operationen ein abgeschlossenes 
Ganzes. 

5. Da fiir die Einftihrung weiterer Zahlengattungen keine 
Veranlassung durch die Algebra gegeben wird, so gehen wir 
auf solche nicht ein; allerdings sind derartige Hrweiterungen 
vorgenommen worden, allein fiir unsere algebraische Func- 
tionentheorie sind sie ohne Belang. 


§ 4. 
Unendlich oft angewandte Operationen. 


1. In allen bisherigen Untersuchungen wurden die ele- 
mentaren Operationen nur in endlicher Anzahl angewandt; 
sehr hiufig kommt aber auch der Fall vor, dass wnendlich 
viele Operationen zu einer Rechnung noéthig sind. Eine wirk- 
liche Ausfiihrung unendlich vieler Operationen ist der Natur 
unseres Geistes zufolge unméglich; soll daher eine Rechnung 
dieser Art einen Sinn haben, so miissen entweder solche 
Transformationen méglich sein, dass die fragliche Rechnung 
in eine andere umgesetzt wird, die nur eine endliche Zahl 
von Operationen verlangt, oder es muss moglich sein, durch 
Ausfiihrung einer vielleicht grossen, doch endlichen Anzahl 
der Operationen dem Resultat beliebig nahe zu kommen. 
' Ausdriicke der ersten Art, zu denen z. B. die bestimmten 


Integrale gehéren, schliessen wir von der folgenden Unter- | 


suchung aus, da sie sich direct nicht zur Berechnung eignen, 
also nicht als fertig angesehen werden kénnen. Von desto 
grésserer Wichtigkeit sind ftir uns Ausdriicke der zweiten 
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Gattung, und zwar kommen von ihnen hauptsachlich zwei 
Arten in Betracht: 

a. Die wnendliche Reihe, die durch unendlich viele Addi- 
tionen, 

b. das wnendliche Product, das durch unendlich viele Mul- 
tiplicationen erzeugt wird. 

Ausserdem sind noch unzihlige andere Gebilde dieses 
Charakters denkbar, wie z. B. die unendlichen Kettenbriiche; 
doch wollen wir dieselben hier nicht in Betracht ziehen, um 
unsere Untersuchungen nicht zu sehr zu zersplittern. 

2, Hine unendliche Reihe, welche einen bestimmten, end- 
lichen Werth reprisentirt, heisst convergent, jede andere di- 
vergent; nur convergente Reihen haben natiirlich ftir die Ana- 
lysis eine Bedeutung. 

Soll 

Uy + a + a + 


eine convergente Reihe sem, so muss sich der endliche Ausdruck 


Uy + Ay dy ++ fF On 
fiir wachsende » einem bestimmten, endlichen Grenzwerth 
nahern, oder der Rest @41 -+ Gr42 + --- muss fiir wachsende 
n unter jede noch so kleine endliche Grésse sinken. Man 
sieht leicht ein, dass dies nur méglich ist, wenn die Glieder 
bei geeigneter Anordnung (resp. deren absolute Werthe) von 
einer gewissen, im Endlichen gelegenen Stelle ab gegen die 
Null hin abnehmen. Dass diese Bedingung jedoch allein 
nicht geniigt, zeigt das folgende bekannte Beispiel der sog. 
harmonischen Reihe. Sei 
1 


co 4 
S=t+4+4+4+--= D> 
1 


wo das Symbol rechts bedeutet, dass in dem Ausdrucke = 


der Reihe 1, 2, 3,... u. s. w. fiir m gesetzt werden und dass 
dann alle diese Glieder summirt werden sollen, so haben wir 
Bema te Vr ee + + 4) 


_ age ea Baa Cc day 


Mir. 4 30-4 aa ee hag yo 
Sitet+et+atate, 
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also S = oo; § ist somit divergent, obwohl sich seine Glieder 
der Null nihern. 

3. Hin unendliches Product nennen wir nicht allein di- 
vergent, wenn es sich gar keinem bestimmten oder emem 
unendlich grossen Werthe nihert, sondern auch wenn es die 
Null als Grenzwerth besitzt; convergent nennen wir es nur, 
wenn es einen von Null verschiedenen, bestimmten endlichen 
Werth repriisentirt. Offenbar miissen sich dann die Factoren 
desselben von einer gewissen endlichen Stelle ab bei ge- 
eigneter Anordnung der 1 nihern, oder es miissen sich, wenn 
wir das Product in der Form ; 


(1+a) (+a) +4)--—= Pf a +a) 


schreiben, die a, der Null nihern. Doch ist dies wieder keine 
hinreichende Bedingung der Convergenz. : 

Wann unendliche Reihen oder Producte convergiren, lasst 
sich wegen der unendlichen Mannichfaltigkeit dieser Gebilde 
nicht im Allgemeinen entscheiden; doch werden wir in den 
folgenden Paragraphen eine Anzahl von Convergenzkriterien 
herleiten, die fiir die wichtigeren Falle ausreichen; eine er- 
schépfende Behandlung des iiber diesen Gegenstand vor- 
handenen Materials liegt indessen nicht in der Absicht dieses 
Buches. 


§ 5. 
Unendliche Reihen mit positiven Gliedern. 


1. Um bei einer unendlichen Reihe, welche nur reelle, 
positive Glieder enthilt, tiber die Convergenz oder Divergenz 
zu entscheiden, ist es am zweckmissigsten, sie mit einer 
andern Reihe zu vergleichen, tiber die man in dieser Hin- 
sicht bereits im Klaren ist. Als eine solche bietet sich zu- 
nichst die geometrische Progression dar. Bekanntlich ist 


()itotepap fot eee 


lassen wir ” ins Unendliche wachsen, so wird der Ausdruck 


n--1 
unendlich, wenn a> 1 ist; ist dagegen a <1, so sinkt : a 


fiir unendlich wachsende » unter jede noch so kleine end- 


Pate J Z ; 3 +’ lw aes oy aii 
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liche Grosse, oder nihert sich, um es kurz auszudriicken, der 


Null*). Wir diirfen daher setzen 


(2.) CARES dau Oh ane ear 
Die Reihe 


lta+t+@¢+a4e--: 
convergirt somit fiir a< 1, sie divergirt fiir a> 1. 

2. Hierdurch sind wir nun in den Stand gesetzt, das be- 
kannte Cauchy’sche Kriterium zu beweisen: 

Hine Reihe uy + u, + uU, -+- +++ mit nur positiven Gliedern, 
die von emer bestimmten, im Endlichen gelegenen Stelle an 
immer abnehmen oder zunehmen, convergirt oder divergirt, je 
nachdem wae <1 oder mest), Wir bezeichnen hier wie 

w 


My 


im Folgenden mit @ eine Zahl, welche ins Unendliche wiichst, 
We ty 
U 


w 


sodass also 


eine abgekiirzte Bezeichnung fiir die ge- 


wohnliche Ausdrucksweise lim ey , d.h. fiir den Grenz- 


“OO aO=o 


Wy ty 


werth (limes) ist, dem sich fiir ins Unendliche wachsende 


@ nihert. (Ist ein solecher Grenzwerth nicht vorhanden, so 
ist natiirlich das Kriterium hinfallig.) 


< ae : 
*) Ist nimlich a< 1, so kénnen wir We me 1+ « setzen; wir finden 


Pet ted a8 bie a 


a? 


a> Ud +2) A+) >14 80 u. 8. W., 
a hes 
a 


so dass fiir wachsende n die Grosse = tiber jede endliche Grenze wiichst, 
a” 


a” also unter jede endliche Grenze abnimmt. 
**) Es mége hierbei ausdriicklich hervorgehoben werden, dass in 


Wey ty 
U, 


<1 die linke Seite um eine endliche Grisse kleiner als 1 
o 


sein muss. 


” 


> ae) 
2 
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. * U ; . . 
: Beweis: Ist a <1, so muss schon von irgend einem 


noch im Endlichen gelegenen ab der Quotient zweier auf- 
einander folgenden Glieder kleiner als eine unter 1 liegende 
Grésse @ sein. Wir haben also 


U, u U, 
ae n-+2 +3 
ne ee “rca, — <a u.s.w., 


? 
Ur, Watt Unto 
also 
3 
Unt41 < &Un > Unte <a UntA < 0 Un y Un+3 < Un 
WS 8. W 


Da nun die Summe der » ersten Glieder, deren Zahl endlich 
ist, nur eine endliche Grésse sein kann, so kommt ftir uns 
‘nur der Rest u, -—+ Unta + Unsze + --- in Betracht. Hs ist aber 
=. ; ea 

e Un $F Unpt Mapes + <n (L pw + 0? ++") < tty —, 
d. h. eine endliche Grosse. Hiermit ist der erste Theil der 
tes ce ae bewiesen, wiihrend der zweite selbstverstiindlich 


ist. Ist - Ee 1, so wird das ion pata das keineswegs ae 
ae besonders ee ist, unbrauchbar. . 
eo 3. Um auch in Fallen, in denen uns das Cauchy’ sche 


Kriterium im Stich lisst, tiber die Convergenz oder Divergenz 
zu entscheiden, benutzen wir den ee ebenfalls yon | 
Cauchy Meeihronden , 
Lehrsatz: Die beiden Reihen mit abnehmenden Gliedern Di: 
oo 1 


Say ty typo Diy und 


S, = ty Quy + Atty + Buy + 


convergiren und divergiren gleichzeitig. 
» Bewels: Ks ist 
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durch Addition folet 
Uy + Qu, + 4uy -H Buy +--+ << 2(uy uy + uw +>), 
d. h. S, convergirt, wenn S, convergirt, und 8, divergirt, 
wenn S, divergirt. — Ferner ist 
Ug, == ithe 
2Uy, > & + Up, 
4us > Ws + Uy + Us Ug 
U. S. W. 
Die Addition giebt 
; a | ; y j 
Uy + 2a, + 4a + +++ > Uy + um + ug + uy +---, 
d. h. S, convergirt, wenn S, convergirt, und S, divergirt, 
wenn §, divergirt. 
4. Nehmen wir | 


a) 
7 1 1 1 be 
see Say eae ot OR 


worin / auch gebrochene Werthe annehmen kann, wenn nur 
festgesetzt wird, dass alsdann fiir »* der zugehdrige positive 
Werth gewihlt wird, so ist 
S, = 1 -- Qi 4 4i-*# 4 gi... 
Sb Ht Gta HY bang 

- da diese Reihe convergirt oder divergirt, je nachdem k > 1 
oder & <1 ist, so ist hiermit auch die Convergenzbedingung 
fiir S, gegeben. 


~ . < s Wet o k 
d. Bei der letzten Reihe S, ist = ( ) ; haben 
U o-+1/? 


w 


wir irgend eine Reihe 2 —a,+a,+a,+-:-, bei der 
a k 

“att — eS) , k> 1 ist, so zeigen iihnliche Schltisse wie 
die zur Herleitung des Cauchy’schen Kriteriums benutzten, 
dass & besser convergirt wie S,, also jedenfalls eine con- 


vergente Reihe ist. Um dem so erhaltenen Kriterium eine 
tibersichtlichere Form zu geben, nehmen wir k = 1 + = 


worin r eine ganze Zahl sein mége; das Kriterium lautet 
dann zuniichst 
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a 1 a il 
w-+1 oder o-+1 ea 


a, nee dh, aw, ; 1 
(.+3) (.+2)(1+2) 
Nun ist aber 


a eee 
Os cP 2) (ee 


a) 
@ 1 y rl r 1 1 
also nach Ausziehung der r*" Wurzel (alle Wurzelgréssen 
werden natiirlich positiv genommen): 


; 1 
le dia\ see 1 ; 
S GaP ae ~ 


und somit 


x i 1 1 1 
eS eee ee 
ae (++) : (oe (+2) 
om ik Dk ; * 
oa oe ee . 
wg aitat@+-->1+a, 
somit = 1—a. Die Reihe convergirt daher um so_ 


gar 
ree: ‘ 


a 
. . 1 
sicherer, wenn wo <1— 
s wo 


) ey 


wenn © fae ie d. h. wenn (1 — ett) os RY 
%, 


um eme endliche Grosse grisser wie 1 ist. 


i. His. 


# 
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Jay |) a | fag | ee > fay + uy + um +s | us. w. 
2. Hs kann jedoch auch eine Reihe mit positiven und 
negativen Gliedern convergiren, wenn die Reihe der absoluten 
Betriige divergirt. Leicht zu beweisen ist der folgende Satz, 
der sich auf den einfachsten Fall bezieht. 

Lehrsatz: Hine Rethe, deren Glieder abwechselnd positiv 
und negativ sind, convergirt immer, wenn von einer bestimmten, 
endlichen Stelle ab die Glieder gegen die Null hin abnehmen. 

Beweis: Es ist, wenn ” gross genug angenommen wird, 


S =u, — uy, + uy — Uy + my —--- 
== (Uy — Uy) + (ty — Ug) 4 (Uy — Ug) 4° 
< Wy — Uy + Wy — Us +++ + ten — Vandi 
und andrerseits 
S = ty — (uy — Uy) — (Uy — Uy) —+-- 
> Uy — Uy, + Ug — Us Uy — *+* — Uan—1 + Uon- 


Lassen wir ins Unendliche wachsen, so differiren die beiden 
Grenzen, zwischen welche wir S eingeschlossen haben, um 
die verschwindende Grosse w2,41; S nihert sich daher einer 
bestimmten Grenze, die nur eine endliche sein kann, da die 
Reihe das eine Mal durch Addition positiver Gréssen zu 
Endlichem, das andere Mal durch Subtraction positiver Gréssen 
von Endlichem erzeugt wird. 

Beispiel: + —4-+4—4-+--- convergirt, obgleich 


1 
PEELE +4 + > divergirt 


SWE 
Reihen mit complexen Gliedern. 


1. Hine Reihe, deren Glieder complex sind, kann nur 
dann als convergent angesehen werden, wenn sowohl die 
reellen, als auch die rein imaginaren Theile ihrer Glieder con- 
vergente Reihen bilden. 

Lehrsatz: Hine wnendliche Rethe convergirt, wenn die Reihe 
der absoluten Betrige der einzelnen Gleder convergirt. 

Beweis: Lautet die Reihe 


(ay + byt) + (a, + b,4) + (ay, + b,3) Fe 


>” o) (ot 6 ae a. > 
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und conyergirt die Reihe der absoluten Betrige der Glieder 
Vag? + 6.” + Va,? + 6? + Va," =p Deebese, 

so brauchen wir nur zu zeigen, dass 


Qy + @, + dy 4 ++- und by + 6, ++ by +> 


convergiren. Nun ist aber 


Var + b? >Va;" = | a | 


und ebenso 


Van? + be? > | be |, 


woraus 
Jay | ay | tg) be <Vay? Foy HV 0? Harti | 


und weiter nach § 6, 1 die Convergenz von 


QM + A, + Og + ee 

und in gleicher Weise von ; 
by + b, aE b, + : 
folet. — Die Umkehrung dieses Satzes ist nicht zulissig. ie 
ga : 


es 
¥. 


as 
Einfluss der Reihenfolge der Glieder einer unendlichen Reihe. ‘ a 


1. Dirichlet hat zuerst das scheinbare Paradoxon auf- Pes: 
gestellt, dass eine convergente unendliche Reihe ihren Werth 
findern kann, wenn die Reihenfolge der Glieder eine Anderung 
erleidet, und dies an folgendem Beispiele nachgewiesen. Sei 


— eee es 


etd 


t+4 +H Hitach 
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XN) 1 1 1 
“eee > (ee navies ss) 


v2) ies) 
—- > ae a na ety. Ds ‘e 1 a 28 
=! \4n—2 4m . — \2n— 1 2n a ae 
also S, = 38,. 

Dieses Paradoxon erscheint weniger tiberraschend, wenn 
man beachtet, dass der positive und negative Theil von S, 
und §,, nimlich 4 -+4-+4-+---und—4+4+4-+---) 
einzeln nicht convergiren, so dass sich die gesammten Reihen 
als Differenz unendlicher Gréssen darstellen. Man ersieht 
hieraus zugleich, dass eine bei bestimmter Anordnung con- 
yergente Reihe bei anderer Anordnung divergent sein kann. 

Wir fragen nun: Wann convergirt eine Reihe unbedinet, 
d. h. unabhiingig von der Reihenfolge der Glieder? 

2. Lehrsatz: Bei einer convergenten Reihe mit nu posi- 
tiven Gliedern 


S=u+u+tw+--: 

ist die Rethenfolge der letzteren gleichgiltig (falls nur Glieder 
von endlichem Werth nicht ins Unendliche geschoben werden). 

Beweis: Denken wir uns von der Reihe 8 die ersten n 
Glieder, also S, = u, + u,-+u,+---+ m1 weggenommen, 
so kann der Rest f, beliebig klein gedacht werden, wenn 
man nur  hinlinglich gross wihlt. Andern wir nun die 
Reihenfolge der Glieder, so kénnen wir von der neuen Reihe 
S’ die Summe S;,, der m ersten Glieder absondern, und dabei 
m so gross nehmen, dass unter denselben die friiheren » 
ersten Glieder enthalten sind. Dann ist R,< R,, also be- 
liebig klein; ferner ist S,, gleich S, vermehrt um gewisse 
Glieder, die in R, enthalten, also zusammen kleiner wie R,, 
d. h. beliebig klein sind. Hieraus geht hervor, dass bei hin- 
linglich grossem und m sich S, und S;, beliebig wenig 
unterscheiden und dass somit S und S' gleichwerthig sind. 

3. Lehrsatz: Convergiren die absoluten Betrige der Glieder 
emer Reihe, so ist sie unbedingt convergent. . 


Beweis: Wir kénnen genau die Schliisse des vorigen Be- © 


weises wiederholen, wenn wir nur noch beachten, dass wenn 
eine Summe |a|+ |b|+-|¢|-+---- unter einer beliebig klein 
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zu machenden Grésse liegt, dies umsomehr mit |a-+b-+c¢:--| 
der Fall sein muss. 

4. Ist eme Reihe nicht unbedingt convergent, so ist es 
nothig, die Reihenfolge ihrer Glieder genau zu fixiren. Man 
kann dies in der Weise thun, wie es unter 1. geschehen ist. 
Sehr zweckmiissig ist aber auch eine Angabe dariiber, 
welche Glieder bei der Summirung gleichzeitig in Betracht 
za ziehen sind. In diesem Sinne kénnen wir z. B. schreiben 

if 1 1 1 di 1 1 


Bi Geico Cie 


wodurch angedeutet ist, dass gleichviele Glieder mit posi- 
tivem wie mit negativem » in die Summe aufzunehmen sind. 


oy 
Das Rechnen mit unendlichen Reihen. 


1. Schon aus den Ergebnissen des vorigen Paragraphen 
geht hervor, dass man mit unendlichen Reihen nicht ohne 
Weiteres rechnen darf wie-mit Summen von endlicher Glieder- 
zahl. Wir haben daher zu untersuchen, unter welchen Be- 
dingungen wir unendliche Reihen nach denselben Gesetzen 
addiren, subtrahiren und multipliciren diirfen, wie gewohn- 
liche Summen. Die Addition und Subtraction macht keine 
Schwierigkeit; unbedingt convergente Reihen kénnen addirt 
oder subtrahirt werden, ohne dass auf die Reihenfolge der 
Glieder Riicksicht zu nehmen ist, was durch &hnliche Be- 
trachtungen wie die von § 9, 2 und 3 erhellt; bei bedingt 
convergenten Reihen bietet die Ausfiihrung dieser Operationen 
auch kein Bedenken dar, wenn man die Reihenfolge in der 
Summe oder Differenz so festsetzt, dass darin nicht diejenigen 
Glieder unendlich weit auseinander gerissen werden, welche 
in den einzelnen Reihen zusammengeordnet sind. 

2. Uber die Multiplication unendlicher Reihen beweisen 
wir folgende Siitze. 


Lehrsatz: Sind U=u,+u,+u +--+ umd V=wy 
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+ % + % + ++ convergente Reihen mit nur positiven Gliedern, 
so ist 


S = Uy (Ugh TE Uy%) + (Up + mH, V1 +b My %) 
+ (ty U3 PF Uy % + Uv, + UV) + --- 
ebenfalls eine convergente Reihe, und es ist 
Se URy; 


Beweis: Setzen wir 


Un = Uy + uy, fu tess + um, 
Vn = %M y+ % + +m, 
Sn = Uy Uy (ty% “F My %) (Up  u,0, + Us %) + +: 
(Ug tn Fm Ona eee +E Un—1V, + Un V%p) 
und legen S:, die analoge Bedeutung bei, so ist 
Sn < Un Vn < San} 


denn S, enthilt, wie die Ausrechnung zeigt, weniger, So, aber 
mehr Glieder wie U,,V,. Liisst man n ins Unendliche wachsen, 
so nahern sich S, und So, derselben Grenze, die endlich sein 
muss, da S, kleiner als die endliche Ghaties U,,Vn ists és 
wird somit UV = 8. 

3. Derselbe Satz gilt auch, wenn U und V Reihen mit 
complexen Gliedern sind, deren absolute Betriige convergente 
Reihen bilden. 

Beweis: Es sind nicht nur der Annahme nach 


Case | Hos basktte,| tae be - 
V =| (tly) +lel| +e, 


sondern auch nach dem vorigen Satz 
S =| %]]%) + ml lot + lm |} |) . 
F (lm || % | | | oe | | em | fey | Eee 


convergent. Nun ist bei analoger Bezeichnung wie vorhin 


| Ueln ‘as ei saat | Uy Vn = Us UntA —- Uz Vn - 7% * =F Un Un | 
<| ta | + | ee 2e1 | | tytn | Eos | tha | 

Si Tl |e |) oma] | ee | fof a eal 
mee U,V, 8,’ 
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und 
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Die rechts stehende Grosse nihert sich mit unendlich wach- 
sendem ” der Null; mithin ist 
|\UV—S|=0, also S= UY. 

Bei andern als den betrachteten Reihen ist eine derartige 
Multiplication nicht statthaft. 

In welcher Weise die Multiplication einer unendlichen 
Reihe mit einer Constanten oder einer endlichen Summe aus- 
gefiihrt wird, braucht wohl nicht auseinandergesetzt zu werden. 


§ 10. 
Unendliche Doppelreihen. 
Eine kfach unendliche Reihe stellt sich in der Form 


ea) ie} e2) 
> >, eeee a Cae Ly 
0 


dar; es soll hierbei zuerst nach m, dann nach m_1 u. s. w., 
zuletzt nach m, summirt werden. Die Gesammtreihe ist 
natiirlich dann convergent, wenn sich jede dieser nach ein- 
ander auszufiihrenden Summen als convergent erweist; die 
Aufstellung specieller Kriterien erscheint fiir den Zweck dieses 
Buches iiberfliissig, Die Reihenfolge der Summation ist im 
Allgemeinen ebensowenig gleichgiiltig, wie die Anordnung 
der Summanden in den einzelnen Partialreihen. Indessen 
gilt der 
Lehrsatz: Wenn die kfach unendliche Reithe 


ie2) ie.) (e2) 
m > syouane hi Onistase ny 
0 0 0 


so beschaffen ist, dass 


os) ca) 22 
> eee S| eerie a, | 
0 0 ~ 


convergirt, so convergirt die erstgenannte Reihe und ist von der 
Rethenfolge der Summation unabhingig. 

Beweis: Dass die Vertauschung der Summationsfolge bei 
einer Reihe mit nur positiven Gliedern ohne Hinfluss ist, geht 
aus den Betrachtungen von § 8, 2 hervor; dieselben sind fiir 
mehrfach unendliche Reihen ebensowohl giiltig, wie fiir ein- 
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fach unendliche. Durch Anwendung der Schliisse von § 7 
und § 8, 3 folgt hieraus sofort der ausgesprochene Satz. 

Wir diirfen also in diesem Falle nicht allein in jeder 
Partialreihe die Glieder beliebig umstellen, sondern es ist uns 
auch freigestellt, nach welcher der Grossen ,,-”., ... , Wir 
zuerst summiren wollen u. s. w. 


Si. 
Unendliche Producte. 

1. Die Untersuchung der Convergenz unendlicher Pro- 
ducte lisst sich mit Leichtigkeit auf die Untersuchung un- 
endlicher Reihen zuriickfiihren, wie sich aus den folgenden 
Lehrsiitzen ergiebt, die wir Herrn Weierstrass verdanken*). 

Lehrsatz: Die wnendlichen Producte 


BS teat mau). 
Qg=(1—4)0a—- tts) (1 — uy) ++, 


in denen die w reelle, positive Zahlen sind (die wir ohne die 
Allgemeinheit zu beschriinken alle kleiner als 1 annehmen 
diirfen, da wir sonst, ausser in Fallen’ evidenter Divergenz, 
nur einen Theil der Factoren abzusondern brauchten), con- 
vergiren oder divergiren, je nachdem die Reihe 
S=u, + u +u,+--: 

convergirt oder divergirt. 

Beweis: Hs ist 
(1 +m) A + te) = 1 uy + uy + UU, > 1+ uy, + %, 
(1+ u,) C1 ++ uty) (1 + ag) > (1 + a, + %) (1 + ug) 
>1+u,+ uw + u, 


U. 8. W., 


und 


und schliesslich ‘ 
P=(1+%) (1+ Us) (1 + Uy) --- 
S1lt+y+%m+uyte->1+S. 


P divergirt daher, wenn § divergirt. — Ebenso ist 
*) Weierstrass, ,,Uber die analytischen Facultiiten“; Crelle’s Jour- 


nal, Bd. 51. 
3* 
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(1—4)Q—«%)=1—u,—% +uyu%>1— 4, — mb, 
(1—a) A — 4) 1 — 4) >1— 4, — uy — 4, 
U. 8. W.; 
schliesslich 
Q = (1 — 4) A — u) d — ug) + 
>1— a4 — u%— uw —-:->1—S. 
Da wir uns, falls S convergirt, so viele Factoren, resp. 
Summanden bereits ausgeschieden denken kénnen, dass S < 1 
ist, und da Q nicht unendlich sein kann, so schliessen wir, 
dass @ convergirt, wenn dies mit S der Fall ist; weil nam- 
lich bei einem derartigen Product ein Oscilliren nicht denk- 
bar ist, so muss es sich einer endlichen Grenze unendlich 
nihern, wenn dargethan ist, dass es zwischen endlichen 
Grenzen liegt. 
Weiter ist, da wir w <1 voraussetzen diirfen, 


=— =ltmtuetuet+t-:::, 
k 
also 
al 
Ti ee 
somit 
a 

(1 — m4) (1 — uy) A — ug) +: > (1 + a,) A + uy) (1+ uy) ++ 
oder 

peas 

Oe 


da nun ausserdem P> 1> 0 ist, so schliessen wir, dass P eben- 
falls convergirt, wenn 8 convergirt. Aus derselben Ungleichung 
kénnen wir auch schliessen, dass Q sich der Null nihert, wenn 
S divergirt, also P ins Unendliche wiichst. Die Zusammen- 
stellung dieser Resultate giebt den Lehrsatz. 
2. Lehrsatz: Das unendliche Product 
P=(1+ 4) (1 + 4%) 1 + %)---, 
in dem die uz, beliebig complex sind, convergirt, wenn die Reihe 
| at, | E | ty | -E | ats | +++ convergirt. 
Beweis: Es ist, wenn wir ausmultipliciren, 
(1 + ta) (LF toa) CL tenga) +++ 
= Uw Wott + Uo+2 Ble nes 
+ Uw Mott ++ Fp Ue opi toe ++ 


: | : 
! 
’ 
_ oy 
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und weiter 
| ey  Ueortt + Ute os FE Ue Uapab oe $F Ue Voi Mota F | 
Ete | | thes | + | weer b> + | ee | | toga | Fo 
f | ta | tangs || toe | oe 
Bf ces) | sins () Pe Lega) «<> — 2. 

Bedenken wir, dass sich nach dem Vorhergehenden die 

Grosse 2 
(1 ++ [tm |) LA | ttt |) LF | tots |) - ++ 

der Hinheit nihert, da das Product 

(+ [) + | me |) + | ms [>> 
conyergirt, so folgt hieraus, dass 

ah aN to ttats) 
den gleichen Grenzwerth besitzt, dass also auch 

(1 + wy) (1 + ty) (1 + tg) + 

convergirt. 

3. Aus dem letzten Beweis geht zugleich hervor, dass 
unendliche Producte der betrachteten Art wnbedingt conver- 
_giren; andere Producte hangen von der Reihenfolge der 
Factoren ab. Uber mehrfach unendliche Producte gelten 
tihnliche Bemerkungen, wie tiber mehrfach unendliche Reihen. 


Zweiter. Abschnitt. ; 


Die algebraischen Funetionen. 
§ 12. 


Die ganze Function. 


1. Bereits friiher sahen wir uns veranlasst, den Begriff 
der Function kurz zu erwihnen. Wir definiren jetzt etwas 
ausfiihrlicher: Hime Function einer Variabeln y = f(a) wst eine 
Grdsse, welche von einer andern x, dem sog. Argument, derart 
abhingt, dass jedem Werthe von x em oder mehrere Werthe 
von y entsprechen. Damit soll nicht ausgeschlossen sein, dass 
y fiir manche x villig unbestimmt werden kann. Kbenso wird 
eine Function y = f(a, %,:-+%,) mehrerer Variabeln eine 
Grésse sein, die von den Werthen von 2,, #,---#, irgend- 
wie abhiingt. Diese Definition ist eine noch sehr vage und 
lisst der Phantasie den gréssten Spielraum. Fiir unseren 
Verstand ist die Functionalbeziehung zwischen y und w nur 
dann fasslich, wenn sich y durch gewisse Rechnungsopera- 
tionen aus dem jeweiligen w berechnen lisst; doch ist es 
sehr wohl denkbar, dass diese Operationen bei verschiedenen 
Werthen von « als verschieden festgesetzt werden. Diese 
Operationen brauchen sich nicht gerade auf die bis jetzt 
eingefiihrten algebraischen zu beschriinken, sondern kénnen 
auch ganz anderer, z. B. zahlentheoretischer Natur sein. 
Man kann z. B. festsetzen, dass y fiir alle reellen, rationalen 
Werthe von z gleich 1, fiir alle tibrigen gleich O sein soll. 
In der Folge werden wir Untersuchungen iiber allgemeine 
Functionen vermeiden, uns vielmehr an solche yon ganz 
specieller Entstehungsweise halten. Zunichst sollen uns die- 
jenigen Functionen einer Variabeln beschiftigen, bei denen 


> 
Soda ree i 
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y durch eine endliche Anzahl algebraischer Operationen aus 
« hergeleitet wird. 

2. Die erste Function, die wir betrachten, ist die schon 

definirte ganze: 

(Lh) y= f(a) = aya” + aa + + rat + On, 

der wir nach dem héchsten Exponenten den nten Grad zu- 
schreiben. Folgende Higenschaften der ganzen Function sind 
unmittelbar evident: 

a. Jede ganze Function ist tiberall eindeutig, d. h. zu 
jedem w# gehort nur ein einziges, fest bestimmtes y. 

b. Eine ganze Function nten Grades wird fiir » im 
Allgemeinen verschiedene, in speciellen Fallen auch theilweise 
oder ganz zusammenfallende Werthe von « gleich Null (§ 3). 

ce. Dieselbe nimmt tiberhaupt jeden beliebigen Werth ¢ 
nmal (mit derselben Hinschrinkung) an; denn die Gleichung 

6 = f(x) oder c= aya" + a," 4 +++ 4 Oy 1% + On 
hat » Lésungen. 

d. Die ganze Function wird fiir kein endliches # unend- 
lich, da alsdann alle Glieder endlich sind. Fiir «= oo wird 
sie unendlich von der nten Ordnung. Man sagt nimlich von 
einer Function g(a), sie werde in einem Punkte 7 = « von 
der nten Ordnung unendlich, wenn (# — «)” g(a) fiir «= a 
einen endlichen, von Null verschiedenen Werth annimmt; 
ist «@ = oo, so muss diese Definition dahin abgeindert wer- 
p(#) 


an 


lichen, von Null verschiedenen Werth erhilt*). Dass das 
us 


letztere bei f(a) zutrifit, ist klar, da f = =a + - ae oe 


fiir 7 = oo einen end- 


den, dass wir verlangen, dass 


n 
Gn pas : 
+... Se fiir 2 = oo den Werth a, annimmt. Wenn man 


nun einen Unendlichkeitspunkt mter Ordnung als mit » Un- 
endlichkeitspunkten erster Ordnung iquivalent ansieht, so 
bleibt der Satz c. auch ftir = oo richtig. 

e. Jede ganze Function ten Grades lisst sich in 
lineare Factoren zerlegen (§ 3): 


*) Genau analog kénnen wir auch Nullwerthe nten Grades defi- 
niren. 


40 Zweiter Abschnitt. — §§ 12, 13. 


(2) f(@) = a (@ — m%) (@ — a) +++ @ — Gin). 

Wir erhalten hiermit die zweite Grundform der ganzen 
Function. — Die Gréssen a, heissen die Wurzeln von f(a). 

3. Von besonderer Wichtigkeit ist es zu untersuchen, 
wie sich eine Function unendlich kleinen Veriinderungen des 
Arguments gegentiber verhilt. Lassen wir zunichst in y = x” 
das Argument w sich um eine beliebige Grésse 4a iindern 
und bezeichnen die hierdurch hervorgerufene gleichzeitige 
Anderung von y mit 4y, so erhalten wir nach dem bino- 
mischen Lehrsatz, den wir fiir ganze Exponenten wohl als 
bekannt voraussetzen diirfen, iibrigens weiter unten noch 
beweilsen, 


yb Ay = (& + AL = ae = ~ al Ag + 
+.--+ 4x" 


n Mee 


) gn? Age? 


oder 
<u = nx"! + Ax falees Masel Le arb ee) oS we Ag 
+-+-+ dyz"-*), 

Lassen wir nun den absoluten Betrag von 42x bis zu belie- 
biger Kleinheit abnehmen, so wird auch rechts das zweite 
Glied unter jede beliebige noch so kleme Grosse sinken, und 
wenn wir ein unendlich kleines 4x mit dz, das entsprechende 
Ay mit dy bezeichnen, so gilt die Gleichung 


dy 
(3.) oo = na, 
Der Quotient , ftir den man auch, wenn y = (a) gesetzt 


wird, g (x) seat heisst der Differentialquotient oder die 
Derivirte (Abgeleitete) von g(x) fiir den Punkt 2 Fiir die 
ganze Function y= /(«) = aa" + a,2"1++--+ai4¢+a, 
finden wir, indem wir jedes Glied in obiger Weise behandeln*): 


(4.) et == f" (%) = nav" + (n — 1) aor? + 
ao2 On—9 + Ant. 


*) Unmittelbar ist ersichtlich, dass der Differentialquotient der 
Summe mehrerer Functionen gleich der Summe der Differentialquotienten 
der einzelnen Functionen ist. 
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Dieser Differentialquotient stellt sich somit als eine ganze 
Function (w — 1)ten Grades von & dar, ist also fiir jedes 
endliche # endlich. Hine unendlich kleine Anderung von 
# fithrt daher, wenn x endlich ist, auch nur eine unendlich 
kleine derma yon y mit sich.: Denken wir uns die Vari- 
able ~ in einer Ebene, y in einer andern dargestellt, und 
lassen wir # eine zusammenhiingende Linie beschreiben, so 
beschreibt 4 y eine ebensolche; nirgends macht f(a) bei con- 
tinuirlicher Anderung von w einen endlichen Sprung (vgl. § 3). 


di 
Besonders ist noch hervorzuheben, dass = ganz unabhingig 


von den speciellen Werthen von dz ist, mag dz reell oder 
complex sein. Wir nennen nun eine Function innerhalb eines 
gewissen Bereiches der Grosse x eine stetige Function, wenn 
sie in diesem Bereiche nirgends unendlich oder unbestimmt 


wird und zugleich der letzten Bedingung, dass a von dx 


unabhingig ist, geniigt. Die ganze Function ist also tiberall 
stetig, den Punkt w = oo ausgenommen. 


4, Bilden wir von a = f’(x) wieder den Differential- 


a 


quotienten, der mit =f" (#) bezeichnet wird, und fahren 


in dieser Weise se so finden wir, dass diese sog. hiheren 
Differentialquotienten von f(x) ganze Functionen (der kte vom 
(n —k)ten Grad) von x sind; der nte ist eine Constante, 
alle héheren sind gleich Null. 


§ 13. 


Die symmetrischen Functionen der Wurzeln einer ganzen 
Function. 


1. Die doppelte Darstellung der ganzen Function als 


-Summe und als Product, bei der einmal die Coefficienten Ary 


das andere Mal die ariel e, als Constanten auftreten, 
legt die Frage nahe: Welche Relationen bestehen ablichen 
diesen beiden Reihen von Grissen? Mit der umfassenden Be- 
antwortung dieser Frage beschiiftigt sich die Algebra, deren 
Ausdehnang eine zu grosse ist, als dass wir sie vollstindig 
in den Bereich unserer Retaaheninen ziehen kénnten; chek 


| a 
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scheint es uns unerlisslich, emige der einfachsten algebrai- 
schen Sitze, die wir in der Folge dfters benutzen werden, 
hier zusammenzustellen. 


Setzen wir a = 1, so folgt aus der Identitit 
C1.) fv) = 2" +a," + aa”? +--+ ait + a, 
= (a — m4) (%@ — a) ++» (@ — Gn) 
durch Ausmultipliciren und Coefficientenvergleichung*): 
— a, =a $e +--+ oH, = Ley, 
Ay == Oty Oy Oy Og ++ hy _1 Oy = DO, My, 
(2.) — As, = Oy Oy, Clg Oy Oly Oy +++ On 9 On —1 On = Di Oty Cle Oe, 

(— 1)" dn = Gy Oy Og ++ +> On. 

Die Summationen haben sich hierbei tiber alle még- 
lichen Combinationen von je einem, je zwei, je drei u. s. w. 
der a, zu erstrecken. Nennen wir nun eine Function meh- 
rerer Variabeln symmetrisch, wenn sie bei einer beliebigen 
Vertauschung der Variabeln untereinander umgeiindert bleibt; 
nennen wir ferner eine ganze Function mehrerer Variabeln 
homogen, wenn jedes Glied derselben gleich viele variable 
Factoren enthilt, so kénnen wir sagen, dass die Coefficienten 
a; der ganzen Function ganze, homogene, symmetrische Functio- 
nen der Wwurzeln o, sind. 

2. Wir kénnen weiter den fundamentalen Satz beweisen: 
Jede rationale, symmetrische Function der stimmtlichen Wurgeln 


*) Zwei ganze Functionen nten Grades mit a = 1 sind nimlich 
identisch, wenn sie in » Werthen von x tibereinstimmen; denn lauten 
diese Functionen 


p (2) = 2" + aa +... 4 a, und 
(a) = a dao" +--+, 


so muiisste 


p (#) — (@) = (a, — bj) a” + (@ — b,) a” 9 4--40,—b, 
fiir » verschiedene w verschwinden, was, wenn nicht siimmtliche Coeffi- 
cienten verschwinden, d. h. ax = dx ist, nicht sein kann (§ 12, b). 
Sollen also zwei soleche ganze Functionen in m oder mehr oder gar in 


allen Punkten tibereinstimmen, so miissen ihre Coefficienten einzeln 
gleich sein. 
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von f(x) ldsst sich rational durch die Coefficienten von f(a) 
ausdriicken. 


Beweis: Ist 
@ (ct, Woy sty «,,) 


W (Oy, Ops ds «,,) 


diese Function, so lisst sich leicht bewirken, dass Zihler 
und Nenner fiir sich allein betrachtet symmetrisch werden. 


Nimmt man niimlich in ¢(0,, a,++++, &m) = w simmtliche 
Permutationen (Vertauschungen) der o, vor, und bezeichnet 
die so entstehenden Functionen mit 7,, W.,--+ x, so ist 

P (Oly Wy, 22s sy ee, ) at PW Wy > Wy 


(3.) 


Der Nenner ist in dem Ausdrucke auf der rechten Seite jetzt 
symmetrisch, und da der ganze Bruch symmetrisch sein soll, 
so muss es auch der Zihler sein. Es geniigt daher, wenn 
wir uns in der Folge mit ganzen, symmetrischen Functionen 
beschaftigen. Weiter lisst sich noch die Untersuchung auf 
homogene symmetrische Functionen, deren Glieder alle nach 
demselben Typus gebildet sind, beschrinken, da, wenn der 
ganze Ausdruck aus mehreren solchen Theilen zusammen- 
gesetzt ist, diese einzeln durch die Permutationen der a, in 
sich selbst tibergehen. So kann man z. B. «,?a,2-+ a, + a, 
+ a,” + oy” in die Theile a", a, + a, o,2 + a? zerfillen, 
die simmtlich in «, und « symmetrisch sind. 

Bevor wir auf die allgemeine Darstellung dieser elemen- 
tarsten symmetrischen Functionen durch die Coefficienten 
eingehen, wollen wir erst einige der einfachsten Fille direct 
erledigen. Hs ist . 


W (Oy, Oy, - ag Oo i WW, Wa - ++ Wy, 


Zi 0, Oy = Ay, 
Za,” = (Ha,)? — 2Da,0, = a, — 2a, 


(4.) Dh, by ls = — Qs, 


M01," Oty = Dory» Deyo, — BLO, oy %y = — a, A, + Bay, 
Da, = (La,)? — 3 La? a, — 6 Day, ay «, = — a, — 
3 (— aa, + 3as) + 6a, = — a,> + 3a,a, — 3a, 
u. S. W. 
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Um nun zu zeigen, dass eine derartige Umrechnung in 
allen Fallen moglich ist, wahlen wir im Wesentlichen die 
Methode von Newton, die allerdings nicht gerade direct, und 
fiir die praktische Ausfiihrung oft beschwerlich ist, die aber 
die grésste Ubersichtlichkeit bietet; in der Praxis kann man 
ihnlich verfahren, wie bei den gegebenen Beispielen, oder 
auch nach anderen Methoden, die man in Lehrbiichern der 
Algebra findet. Die Newton’sche Methode liuft darauf hinaus, 
alle symmetrischen Functionen auf die sog. Potenzsummen 
zuriickzufiihren, die die Form . 

Sp = Diay® = 1* + at + +++ + aint 
haben. Um die Moglichkeit dieser Umformung darzuthun, 
geniigt es die einfachsten Palle zu behandeln. Ls ist 
2 0t,"" by” = SmSr — Smtr, Wie sich unmittelbar verificiren lisst. 
Ist m= ~r, so gilt diese Formel nicht mehr, da die Summe 
sich dann auf die Halfte der Glieder reducirt, so dass wir finden 
260, ta” == 4. (Sn, — Some 

Um ferner X'a,” a,” c;” herzustellen, multipliciren wir Ya,” @,” 
mit s, und finden 
201” Oe! + Sy == Ly” Oy” Oe” -- La,” org” - Dor” a", 
also 

Oe eg? Og Sa 2 the” * Sy, yt ee Oe a a 
wodurch dieser Fall auf den vorigen zuriickgefiihrt wird. Die 
besonderen Faille, m denen mehrere der Exponenten gleich 
sind, machen auch keine besondere Schwierigkeit. Man tiber- 
sieht leicht, dass man in dieser Weise fortfahrend simmt- 
liche ganzen symmetrischen Functionen der Wurzeln durch 
Potenzsummen ausdriicken kann. . 

Um nun die letzteren durch die Coefficienten der ganzen 
Function darzustellen, betrachten wir die Identitit 


(B.) (@ — ety) (a — Oty) «+++ (0 — etn) + (x — ¢,) (1 — 4g) +++ (7 — ety) 
fess f(a — 0%) (@ — 0m) +++ + (a = pa) 
sO ae ee oe f@)_, 


x — oy, L— tt | ean 


Multipliciren wir den links stehenden Ausdruck aus, so er- 
halten wir eine ganze Function (vn — 1)ten Grades von 2, 


Die symmetrischen Functionefi der Wurzeln einer ganzen Function. 45 


deren Coefficienten symmetrisch in den a sind. Diese Coef- 
ficienten haben aber weiter die Higenthiimlichkeit, dass keines 
ihrer Glieder ein a, in einer héheren Potenz als in der ersten 
erhalt, und dass die Dimension des Coefficienten von x* in 
a, die (n —k—1)te ist, d.h. dieser Coefficient ist nichts Anderes 
wie @»—;-1, multiplicirt mit einer ganzen Zahl*); fiir diese 
letztere findet man durch einfaches Abziihlen der Wieder- 
holungen eines Gliedes K+ 1. — Auf der rechten Seite 
kénnen wir die angedeutete Division bei jedem Gliede mecha- 
nisch ausfiihren, wodurch wir finden 

(6.) FO) gn + (ce, a) 0"? 4 (004? + a, 4 + ay) wr + 


v— ay 


Bilden wir die Summe aller dieser Ausdriicke und setzen 
Xo" = s,, so erhalten wir 


(7) nat + (n — 1)a,a + (n — 2)a,a"3 + an_1 
= nar + (5, + na)a* + (6) + 4,8, + na,)ar-* 4 -- 
und durch Coefficientenvergleichung 

$, + a, = (n — 1)a, 

S, + a, 8, + a, =(n — 2)a, us. w., 
woraus wir die Groéssen s,,s,,---- 8,1 leicht nach einander 
(und zwar ganzzahlig) berechnen kénnen. Wir finden 


ws a, 
2 
(8.) {s. =a,” — 2a,, 
8; = — a,’ + 3a,a, — 3a, u.s.w., 


Um auch die héheren Potenzsummen zu finden, sum- 
miren wir die » Gleichungen (4 = 1, 2,--- mn) 
(9.) 06), + ay, aoe + As oe +- eis + An—1 Up + An = O 
und erhalten 


(10.) Sn 1 GSn—-1 + AgSn2 +--+ na, = 0, 


so dass sich s, aus den niederen Potenzsummen berechnen 


*) Die Betrachtung kann durch die Bemerkung erleichtert werden, 
dass die fragliche linke Seite von (5.) nach einem spiiter herzuleitenden 
Gesetze die Derivirte von f(x) ist, also den Werth 


f (@) = na" + (n — 1)a, 2" + (n — 2) Pe sama Spee a, _, hat. 


2, i = 
et 
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lisst. Multiplicirt man ferner die Gleichungen (9.) mit o, 
a7, a u.s. w. und addirt jedesmal, so findet man 


(11.) Sapa A, Sn + My Sn—1 + ->- + ans, =O, 

Snt2 Ay Snti  GeSn +++ + nS. = 0, U. 8. w., 
woraus sich S41, S42 u. s. w. der Reihe nach berechnen 
lassen. — Die ausgesprochne Behauptung ist hiermit bewiesen. 


§ 14. 
Die binomischen Gleichungen. 


1. Von besonderer Wichtigkeit ist die Aufsuchung der 
Wurzeln der ganzen Function f(~) = «” — a oder, was das- 
selbe ist, die Auflésung der Gleichung 2” =a; man nennt 
diese Gleichung eine binomische. Zunichst behandeln wir 
den einfachsten Fall r 


(a) gh == 1 
oder 4 = V 1, also die Aufsuchung der sog. Hinheitswurzeln. 
Kine Wurzel von (1.) ist 1, bei geraden » auch x= — 1; 


die iibrigen Wurzeln sind immer complexe Zahlen. Ist a 
eine nte Hinheitswurzel, so sind auch ihre simmtlichen 
Potenzen «* solche; denn es ist 

(ai) =o = (P= 1. 
Bildet man die Reihe 

a, o', a’, apa eae o= iG 
(bei weiterer Fortsetzung kommt man wieder auf dieselben 
Gréssen), so kann a” die erste dieser Potenzen sein, die der 
Kinheit gleich ist; alsdann heisst @ eine primitive Hinheits- 
wurzel. Wenn andrerseits sich bereits vorher ein a = 1 
findet, so ist @ auch eine Wurzel der Gleichung a* = 1. Ist 
a die niedrigste Potenz von a, die der Hinheit gleich wird, 
so muss k ein Theiler von m sein, wie einfache Betrach- 
tungen zeigen, die wir dem Leser tiberlassen. Dass primitive 
Hinheitswurzeln fiir jedes  existiren, wird sich weiter unten 
zeigen, 

2. Um die Hinheitswurzeln wirklich zu finden, kann man 

zunichst algebraische Methoden anwenden, die wir jedoch 
nur fiir die einfachsten Fille durchfiihren wollen. Ist 
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ungerade, so dividiren wir a” — 1 durch w — 1, ist gerade, 
durch x* — 1 (abgesehen von weiteren Factorenabsonderungen, 
die bei zusammengesetzten m mbglich sind) und erhalten 


eb ght thet 1 0, 


resp. 
gn? t+ gt tf... tet 10, 

Beide Gleichungen sind von paarem Grade und symmetrisch, 
d. h. sie bleiben ungeiindert, wenn man 2 durch = ersetzt 
und die Nenner beseitigt. Der Grad solcher Gleichungen 
lasst sich mit Hiilfe der Substitution y =a + a auf die 
Hialfte reduciren, wie die Durchrechnung der Beispiele d. 
und e. zeigen wird. 

Wir fiihren die Rechnung fiir einige Fille aus. 

a. 2 1; Wurzeln: « =-+ 1 (dieselben werden im 
Folgenden nicht mehr angegeben). 

b. a = 1, woraus 2? + «+ 10; Wurzeln: 

14173 


2 
c, «* 1, woraus «7? + 10; Wurzeln: «= +7. 
d. # —1, woraus 7*+ 2° + 2?-+ 2+1—0 oder nach 


ent 1 1 roe! 
Division durch 2: 2? +—+a2+—+1—=0:; hierin setzen 
x? x ’ 


; 1 4 1 \2 : 1 
wee =, also y* = i sei icahak © oder 


a + > =y? — 2underhalten y® + y—1=0,1 a hea = 
sik ae SY OA hes SVE AV 10k V8 


worin nur das erste und dritte Doppelzeichen correspondiren. 
e. # = 1, alsoa*t + 2? +1=—0 oder 2® + ges ZACH 


oder, wenn x + a =y gesetzt wird y7—1—0,y=+1 


+1i+t+iy3 


i , worin die Doppelzeichen nicht 


und somit «= 


correspondiren. 
3. Hinfacher und iibersichtlicher ist die geometrisch- 


ot 
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re trigonometrische Bestimmung der wmnten Einheitswurzeln. 
Denken wir uns in der Ebene der complexen Zahlen mit 
dem Radius 1 und dem 
Nullpunkt als Mittelpunkt 
einen Kreis beschrieben 


“2 14h und denselben yom Punkte 
wee aN +1 aus in ngleiche Theile 
Pak: getheilt, so repraisentiren 

die » Theilpunkte die 
sammtlichen ten Ein- 
heitswurzeln .(s. Fig. 4). 
Dies geht ohne Weiteres 

4 aus dem geometrischen 
Multiplicationsgesetz oder 

“a Wig aus dem Moivre’schen 
: ; Lehrsatz hervor. Jene 

oy Punkte sind namlich die geometrische Darstellung der Werthe 


, 2k om Qha 
a a, = cos——* 4 7 ae 


k=0,1,2,----m —1; wiirde man & noch aries ganz- 
a zahlige Werthe Galatea: so wiirde der Ausdruck wieder die 
niimlichen Werthe annehmen. Nun ist 


a cos A -- isin? =)" = cos2ka + isin2ka = 1. : 


Da die aufgestellten  Punkte alle von einander verschieden 
sind, so reprisentiren sie alle n Liésungen von a = 1. 
Alle Einheitswurzeln haben den absoluten Werth 1. 
4, Wem k zu n relativ prim ist, so ist a eine primitive — 
2kra 


nte Hinheitswurzel; denn wire fiir r< mn oj” = cos 


durch n theilbar sein, da es mit k keinen gem 
Factor hat; wegen r <n ist dies eae Ist ae 
k a n nicht | relatiy prim, so lasst_ ge _solches 7 
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Ist m eine Primzahl, so sind simmtliche Wurzeln ausser 
x = 1 primitiv. 

Sdmmitliche nten Einheitswurzeln lassen sich als Potengen 
emer beliebigen primitiven darstellen. 

5. Da in der Gleichung 2 — 1 = 0 siimmtliche Coeffi- 
cienten ausser dem letzten der Null gleich sind, so folgt, dass 

&, + a -+-?* +o, = 0, ; 
0, + 0, +--+ + Oy, 10, = 0 
0. 8 Ws 

OL, Oy Og +++ Oy, == (— 1) ist. 

Die (» — 1)ten Potenzsummen sind ebenfalls gleich Null, 
wie dies unmittelbar aus den Formeln des vorigen Para- 
graphen hervorgeht; die nte ist gleich n. Die folgenden 
geben wieder Null, ausser denjenigen, deren Ordnung 7 als 
Theiler enthilt und die # gleich sind*), 

6. Die Lésungen der Gleichung 2” =a haben wir alle 
gefunden, sobald wir eine derselben kennen; wir brauchen 
diese nimlich nur mit den nten Einheitswurzeln zu multi- 
pliciren, um alle zu erhalten. Ist a eine reelle, positive Zahl, 


so lasst sich der reelle Werth von Va mechanisch oder mit 
Hiilfe der Logarithmentafeln ermitteln; ist dies nicht der Fall, 
so setzen wir a= m + ni =r(cosy + ising), wobei sich 
ry und @ durch die Gleichungen 
m==rcosp und n = rsing 
oder 
r=YVm'? +n? und cosp == =" 


*) Man kann dieses Resultat auch direct in folgender Weise her- 
leiten. Denken wir uns alle Wurzeln als Potenzen einer primitiven a 
dargestellt, so ist 


6 = 1 Pw ig i og Ue 


Nur wenn & =r” ist, verschwindet auch der Nenner; dann ist «* = 1 
somit 5. = n. 


’ 
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bestimmen; die » Wurzeln erhalten wir dann in der Form 


noe ee 2 go + 2ha ante nn) 
Va=Yr (cose rete gee : 
k=0,1,2,---(w~—1), 


worin fiir Vr der reelle, berechenbare Werth gewihlt werden 
kann. Die Richtigkeit des Resultats bewahrheitet sich beim 
Erheben des Ausdrucks in die nte Potenz. Die Verschieden- 
heit der ~ Werthe des Ausdrucks lisst sich leicht aus dem 
Vorhergehenden erkennen. 


§ 15. 
Die Abel’schen Gleichungen. 


1, Als die Hauptaufgabe der Algebra muss bezeichnet 
werden: Die Wurzeln einer Gleichung 


f(@) = a" + aart+t.---ta=0 


durch méglichst einfache Operationen aus den Coefficienten 
za berechnen. Als einfach durchfiihrbare Operationen pflegt 
man ausser den vier Species auch noch das Wurzelausziehen, 
d. h. die Lésung binomischer Gleichungen anzusehen. 
Ohne besondere Schwierigkeit gelingt es, mit diesen 
Hiilfsmitteln die Wurzeln der allgemeinen Gleichungen bis 
zum vierten Grad zu berechnen; dagegen hat Abel dargethan, 
dass Gleichungen vom fiinften oder von héherem Grade im 
Allgemeinen, d. h. wenn zwischen ihren Coefficienten keine 
besonderen Beziehungen existiren, durch diese Operationen 
nicht auflésbar sind. Solche Gleichungen definiren eben 
hdhere algebraische Operationen, die sich nach mancherlei 
* mechanischen Methoden ausfiihren lassen. Es bietet sich 
uns nun die wichtige Frage dar: Bei welchen speciellen 
a Classen hoherer Gleichungen ist die Auflisung mit Hiilfe von 
% Wureelausziehungen und den vier Species moglich? Diese Frage 3 
ist noch keimeswegs vollstindig beantwortet; doch hat bereits 
Abel eine Classe yon Gleichungen charakterisirt, die die 
verlangte Higenschaft besitzen; mit Recht hat Herr Kronecker 
diesen Gleichungen den Namen _,,Abel’sche Gleichungen“ bei- — 
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gelegt*). Ohne uns mit den iibrigen angedeuteten algebrai- 
schen Fragen hier weiter zu befassen, wollen wir doch auf 
das Wesentlichste der Theorie der Abel’schen Gleichungen 
eingehen, da gerade sie fiir unsere Darstellung der Theorie 
der periodischen Functionen von fundamentaler Bedeutung 
sind, 

' 2. Wir wollen im Folgenden mit @, (x) eine eindeutige 
Function bezeichnen, ferner 9, (2) = 9, (8, (@)), 9; (a) = 
®, (9, (8, (w))) u.s.w. setzen und diese Functionen die erste, 
zweite u. s. w. Iterirung von %,(#) nennen. Dann gilt der 
folgende Satz: 

Besitzt eine Gleichung 


(1) f(a) = 2 4 a, 0st ng = 0 


vom mnten Grad die folgenden Reihen von Lisungen 
@,, 9, (41), F(a), «+--+ Pn—1(@,); 


(2.) J} ay 9; (@2), De (@p), ++ ++ Ona (#9); 


Lm, (Ln), Fy (@m), +> + + Pn (Hm) 
und geniigt de eindeutige Function 9,(x) den Bedingungen 
(3.) On (x) = Xk, 
so lassen sich die Lisungen (2.) aus den Coefficienten mittelst 
der vier Species, mittelst nter Wurzeln und n Gleichungen 
mten Grades berechnen**), 


*) Die Abel’schen algebraischen Untersuchungen sind hauptsiichlich 
in den beiden Abhandlungen: Démonstration de Vimpossibilité de la 
résolution algébrique des équations générales qui passent le quatriéme 
dégré und Mémoire sur une classe particuliére d’équations résolubles 
algébriquement, Oeuvres completes, 1881, Vol. L., pag. 66 und pag. 478 
enthalten. 

**) Wir kénnten auch noch mit Abel nachweisen, dass, wenn 
«x, und #,(#,) Lisungen einer irreductibeln Gleichung sind, d. h. einer 
Gleichung, die sich nicht in mehrere zerlegen lisst, die in den Coeffi- 
cienten keine anderen Irrationalitiiten wie die von {(@) haben, auch 
®, (@,), 95 (x,), - + - #,_,(#,) Lisungen sein miissen; dass ferner, wenn 
a, eine weitere Lésung von /(x)=0 bezeichnet, die %,,(@,) Lisungen 
sind. Doch ist es fiir unseren Zweck iiberfliissig, auf diese Unter- 
sm ungen einzugehen, die eine weitere Beschiiftigung mit dem schwie- 
. ee der Irreductibilitéit erfordern. ; 

4* 
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Beweis: Wir bezeichnen mit 1, o,, a%,+++@,—1 die mten 
Hinheitswurzeln und bilden die folgenden Ausdriicke: 


ty + 9, (Gr) + 9g (ar) ++ + Ona(Gr) = Fy (Gr), 
pt 0, By (Br) E064? By (ap) Eos ey" Ina (Gr) = FF, (&r), 
6a Jeb ay (ty) +0420 (2) ff a8 a2) =F), 


Lp + On B, (ar) ae oe Dy (Lr) ape eG of Ont (Bir) 
BS na (rs , 
Ersetzt man in J;,(#,) das Argument x, durch 4, (#;,), so 
geht dieser Ausdruck in 


(6) + a28,(0,) + o°8,(0,) os ee, 


also in 
oF, (x,) = aes. (2,) 
iiber, da 
1 ae ou,” =i Fae Me Food 
Ge a 0, Oy ei, pa ie a 


ist. Die Grosse /."(a,) bleibt daher ungeiindert, wenn man 
x, durch 9,(%,), 0,(@,), ++: Pn1(#,) ersetzt. Da also 
Fy (ay) = Ei (O, (@r)) = Ey" (By (Gr) + = He" (ni (Gr) 


ist, so kénnen wir 
(4) Fin(@,) = — [Fe (a) + Fat (8; (a), + Fe (85 (a) 
fob Fe(0,4(,))] 


setzen, woraus ersichtlich ist, dass [,”(w,) eine eindeutige 
symmetrische Function von «,, (x), %(@) +++ O41 (ay) 
und somit jede eindeutige symmetrische Function von /,”(x,), 
EY" (ay), +++ E"(%m) auch eine eindeutige symmetrische Function 
der Gréssen (2.) ist. Nach § 13 folgt hieraus sofort weiter, 
dass sich jede eindeutige symmetrische Function yon F,"(a,), 
Ff" (%q), +++ F%"(4m) rational durch die Coefficienten der Glei- 
chung f(w) = 0 darstellen lisst. 


Bilden wir nun eine Gleichung | 
(5) [X — Fy(@)] [X — Fu" (@)] --- [X — Fa"(@m)] = 0, 
deren Lisungen die Gréssen F,"(#,), Fy" (a), +++ Fi."(@) sind, 
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so lassen sich ihre Coefficienten (nach vorhergegangener 
Ausmultiplicirung) rational durch die Coefficienten der gege- 
benen Gleichung f(x) = 0 ausdriicken, sind also als bekannte 
Gréssen anzusehen. Legen wir nun k seine Werthe 0, 1, 2, 
..” — 1 bei, so lassen sich siimmtliche Gréssen J"(x,) mit 
Hiilfe von » Gleichungen mten Grades (5.) aus den Coeffi- 
cienten der vorgelegten Gleichung f(~) =O berechnen. Durch 
Ausziehen der nten Wurzeln finden wir dann weiter die 
Gréssen auf der rechten Seite der Gleichungen (3.). 


Addiren wir jetzt die Gleichungen (3.), nachdem wir sie 
vorher successive mit 


ii F 1 PR ples 2 55 1 F 
n—1 [ein Wedy Ge 
L Oy ? Os ? ap 
n—2 n—2 n—2 
i! Oy 0 ? m—1? 
Ls Oly, Ugyrerrece (ee 


multiplicirt haben, so heben sich nach § 14, 5 simmtliche 
Verticalreihen bis auf je eime weg, und wir eriaiten: wenn 
wir noch durch » dividiren: 


VE"(@,) +VF"(2,) ate F* (@,) 
n 3 


r= 


O)) 5) — Vee) tat FNGs) + as V ByEr) 


Cre Va) 1 (+) 


Diese Darstellung Bee insofern noch einer Er- 
ginzung, als die V Fv" (ay) simmtlich »-deutig sind, und die 
Ausdriicke (6.) in Folge dessen mehr Werthe darstellen, als 
Lésungen von (1.) vorhanden sind. Hs diirfen daher in (6.) 
diese Wurzeln keineswegs siimmtlich beliebig gewahlt werden, 
sondern immer nur eine, durch die dann die tibrigen ein- 
deutig bestimmt sind. Wir fiihren die nahere Bestimmung 
dieser Wurzeln indessen nur fiir den einfachsten und wich- 
tigsten Fall durch, nimlich fiir m-==1. Dann kommt die 


54 Zweiter Abschnitt. — §§ 15, 16. 


Gleichung mten Grades ganz in Weefall, die Fy”(a,) sind 
symmetrische Functionen der Liésungen 2,, 9,(2,), ®2(2,), 

&,1(#,) von f(x) = 0, also durch die Coefficienten dieser 
Gleichung rational ausdriickbar; F)(#,) ist der negative erste 


Coefficient, — a, Wir denken uns nun simmtliche nten 


Kinheitswurzeln o, als Potenzen eimer primitiven Wurzel « 
dargestellt, so dass etwa oa, = a* ist. Dann ist 


Fy, (@,) BF (@,)"* = [m, + a By (@,) + oD, (a,) + ++ 
(1) a9 B41 (@,)] [a 4 Oy (@,) + 07-9 (a)  --- 
a1 By (1 )|"* == A (24) 
eine Function von «#,, die ungeiindert bleibt, wenn man 2, 
durch 6, (#,), 0,(w,) u.s. w. ersetzt; denn a Folge der ersten 


Substitution sondert F,(#,) den Factor = , By {x)"* aber 


k 
i a 3 : 
den Factor — = — =a ab. Ganz wie oben schliessen 
a a 


wir hieraus, dass sich die A, als eindeutige symmetrische 
Functionen von 2, 9;(%,), 9) (@,),-°++ O,-1(%,), mithin auch 
als rationale Functionen der Coefficienten von f(x) = 0 dar- 
stellen lassen. Wir haben dann 


a 1) 


i 


(8.) F(a) = 2 (VEG) Ge), Fy (#4) = — a 


und daher, wenn ne L, == 4, Dr1(#,) = % setzen: 


(9.) Xu = 


4 + VEG) + Fey (Vine) + 2&2 (Va) bee 


F,"(@,) 


F,” (1) 


n 


hierin ist fir VF, "(a,) bei seinem jedesmaligen Vorkommen ‘6 


immer derselbe Werth zu setzen. Der aur jab: n- 


Wurzeln ae (1.). 


3. Abel hat noch eine weitere Klass 


eR denen sich simmt 
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und @,(a), welche die Bedingungen 
(10.) On (Gr) =o, “und @,,(”,) = 2,, 
so wie auch die weitere 


(11.) a, (0, (a,)) a Oh (0; («)) 

befriedigen, aus einer einzigen herleiten lassen. Auch hier- 
ist die Lésung durch Wurzelausziehungen moglich. Wir 
k6nnen indessen diese complicirte Untersuchung iibergehen, 
da wir spiter eine ganz analoge durchzuftihren haben. 
(Vel. § 63.) — Nach diesem Excurs tiber algebraische Glei- 
chungen kehren wir wieder zu rein functionaltheoretischen 
Untersuchungen zuriick. 


§ 16. 
Die rationalen Functionen. 


1. Den Quotienten zweier ganzen Functionen nennt man, 
wie schon gesagt, eine rationale Function: 


‘ (x) Aine Sar ie eee eae eB yp, 
(1.) a f(a) = fy (a) oe bat b, 2" ae ee ME b, 


Hine zweite Form der frationalen Function erhilt man 
dureh Zerlegung des Ziihlers und Nenners in lineare Factoren., 
-f(#) heisse vom m" oder n*™ Grad, jenachdem m oder n 
grésser (oder gleich dem andern) ist. 

2. Jede rationale Function k*" Grades nimmt jeden end- 
lichen, von Null verschiedenen Werth ¢ kmal an (mit der- 
selben Kinschrankung wie bei den ganzen Functionen); denn 

f, (#) 
f (#) 
wm eine Gleichung /*" Grades zu erhalten. 

3. f(a) wird Null fiir die m Nullwerthe des Zihlers 
(bei gleichen Wurzeln von héherem Grade) und ausserdem 
(n — m)fach fiir «=o, falls » > m ist; wir kénnen daher 
sagen, dass /(#) auch den Werth Null /mal annimmt. Un- 
endlich wird f(z) fiir die m Nullwerthe des Nenners und 
ausserdem (m — n)fach fiir «= oo, wenn n < m ist, sodass 
_ wir auch & Unendlichkeitspunkte hedion, Ist m =n, so bleibt 
 f(@) fiir « = oo endlich, 


man braucht in ¢ = nur den Nenner wegzumultipliciren, 


r 
: 
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4, Haben Zihler und Nenner einen gemeinsamen Factor 
x —a, so ist fir alle v, xa ausgenommen, der Werth 
von f(a”) derselbe, wie wenn « — @ herausgehoben wire; da- 


gegen wird f(a) = > , dh. unbestimmt, da jede Zahl mit Null 


multiplicirt Null giebt. Die Unterbrechung der Stetigkeit, welche 
f(z) im Punkte «=o erleidet, kann als eine hebbare be- 
zeichnet werden, da sie wegegfallt, wenn man f(x) durch 
F(x) ersetzt, in dem x — « herausgehoben ist und das sonst 
fir alle w mit f(#) identisch ist. Mit solehen hebbaren Un- 
stetigkeiten brauchen wir uns nicht weiter zu beschiftigen. 

5. Um den Differentialquotienten einer rationalen Function 
bilden zu kénnen, leiten wir vorerst einige alloemeinere Regeln 
tiber Differentiation ab, die uns auch sonst von Nutzen sind. 
Die Grenziibergiinge ktirzen wir hierbei derart.ab, dass wir 
von vornherein Incremente dy und dw einfiihren, die wir uns 


beliebig abnehmend denken, und dass wir alle héheren Po- . 


tenzen derselben gegen indore weglassen, da dieselben beim 
Grenziibergang herausfallen. 

a. Ist (x) = 9,(#)-92,(@) und sind g,(x) und 9, (2) 
differentiirbare Functionen, d. h. haben g,'(v) und g,' (a) 
(eventuell nur in einem beschriinkten Gebiet) einen be- 
stimmten Werth, so haben wir unter Beriicksichtigung, dass 

Pa(t + da) — 94 (2) 
VGC) oe emer pare 
also Qa(x + dx) = qa(x) + ga (x) dex ist: 


y@)= tetas) 2 ne ne 


__ [91 (@) + 91 (@) dx] [9 (@) + 92’ (@) dx] — 9; (@) 92 (2) 
dx 


eed (a) po (x) dx + y, (x) Q,' (a) da + g,' (x) @,' (a) dx? 
? 


da 
oder 
(2.) YW (@) = 9, (&) py (@) + @2(x) yy (a). 
b. Ist unter gleichen Bedingungen 
__ 9 (&) 
we) x P(x)’ 
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so haben wir 


dz) — we) %@+42) _ 9,(2) 
ee lao) 9.) 
da 
pee tO (@ + dx) py (x) — 9; (”) gp, (@ + da) 
Po (#2) Py (w -F dx) dar 
— [Pi (2) + 1 @) da] p, (@) — 9, (2), (©) + 2’ (@) de] 
P2(%) [2 (@) + 2 (@)dax]da 
Bs Ys (2) py (x) — 9, (&) py’ (2) 
Po (x) [Pa (*) + ps (a) da] ? 
oder, indem wir im Nenner unendlich Kleines gegen Endliches 
vernachlassigen: 
r Ss (2) Q, (%) — P; (%) po’ (@) / 
@) uss, p:*(@) 
ce. Ist wieder unter analogen Bedingungen 


v(2) = 9, [e2(@)], 


y (a) = 


7 Pp 1 [ Px x d x | 2 


2g [g» (”) + 9,’ (@) da] — 9, [Ps («)] 


dx 
ear [2 (@)] + 91’ [92 (x)] po‘ (x) da — oi [ 9, (x)] 
dau ‘ Z 
oder 
(4.) y () = 91 lp. (#)] 92 (@). 


6. Mit Hiilfe von (2.) und der friiher durchgefiihrten 
Differentiation ganzer Functionen (§ 12, (4.)) sind wir nun 
im Stande, jede rationale Function zu differentiiren; es ist 


, _ fA(@)f' @) — f, (®) fa’ (a) 
: (5.) . f (a) 7s ft? (a) 
Ist speciell f(v) = ES = 2—", so haben wir 
x 
(6.) f (#) = — eae = — ng, 


f (@) ist also wieder eine rationale Function, die in denselben 
Punkten unendlich wird wie f(x), eventuell x = oo aus- 
genommen. 

Die rationalen Functionen sind also auch stetige Fune- 
tionen, die Unendlichkeitspunkte ausgenommen. 
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7. Die rationalen Functionen kénnen noch in einer wel- 
teren Form dargestellt werden, die fiir sie geradezu charak- 
teristisch ist, niimlich als Summe sog. Partialbriiche, zu denen 
noch eine ganze Function treten kann. Die letztere lisst 
sich durch Division mit dem Nenner in den Zihler absondern, 
wenn letzterer von gleichem oder héherem Grade ist wie der 
erstere; nach dieser Absonderung kénnen wir annehmen, dass 
in f(#) der Grad des Zihlers mindestens um eine Hinheit 
kleiner ist wie der des Nenners. Den letzteren denken wir 
uns nun in lineare Factoren zerlegt, sodass wir haben 


(1) fa) = 


(a — a,)"*(#@ — a)? ++ (a — o,,’”) 


ry tryetess + r,=m; ein Theil der a, kann auch ver- 


; schwinden. “. 
= Dann lisst sich ee dass man 
w B, EF, 
(8.) {(@) = S, T Goa ae ere ae 
ae ‘ B, ne E, 
‘ (@ — a.) (% — a,)"—* Co ae 7) 
. ce | 
: “es 2, ad 
: i Lionennes (2 — are Sd 


setzen kann, worin die A, B,... FE noch zu bestimmende 
Constanten sind. Um die Bestimmung derselben auszufiihren, 
multipliciren wir die Nenner weg und setzen beiderseits die 
Coefficienten gleich hoher Potenzen einander gleich. Da eu 
Seiten alsdann bis zum (m — 1)" Grade ansteigen, so er- 
halt man m in den A, B,... E lineare Gleichungen, aus _ 
denen sich die forte deren Zahl yr, + 7, +---+7,=m — 
betrigt, berechnen lassen. — 2 
Beispiel: ; chin? 
a+ oe— 4 

(@ fae — 8) = —_ =e pie x2 — a 

woraus durch _ Wegunltiplicizen der Nenner 


nes a+. = 
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also 
L == By pA; 
1=— dA,—5B,—44A,, . 
—4=—34,+6B,+ 444; 
hieraus berechnen wir _ 
A=—2, B,=—7, A,=8. 


8. Da man bei diesem Verfahren nicht ohne Weiteres 
tibersieht, ob die Bestimmungsgleichungen fiir die A, B,... E 


- auch alle von eimander unabhiingig sind und keine Wider- 


spriiche enthalten, so ist es wtinschenswerth, diese Gréssen 
auf directem Wege herzuleiten; doch beschriinken wir uns 


hierbei auf den einfachsten Fall, in dem 7, =r, =... = 717, 
== 1 ist. 
Wir setzen 
4 aK i (a) cei fF (x) 
le f(@) — (@— a) @ — &) 2. (@ — tt, ) 
A, A, A, 
ee a ee 


und erhalten durch, Wegmultipliciren der Nenner 
f,(@) = A,(@ — a) (@ — avg) (wv — On) 

+ As(@ — @%)(@ — ag) +++ (a — om) 

Fob An(@ — 0%) (@ — oy) +++ (a — efp1). 
Nehmen wir x = cy, so wird 
f, (G4) —=Ar (x — 04) (cr — Ory) +++ (04, — 141) Oru — 074-41) +++ (tg — Cn), 
also 
Gy  A,= f(x) 


(0) (a, —%,) ++ (,— or, 4) (= 4 4)-++(@,—Ce,) 

Dem Nenner kénnen wir eine einfachere Gestalt geben, 

wenn wir bedenken, dass durch wiederholte Anwendung des 
Differentiationsgesetzes fiir Producte leicht folgt: 


00) BO =@— 4) @— 4) @— a) + @— a )(v~ a) 


“++ (@— Gy) ++ (@ — Ot) (@ — Gy) +++ (2 — oy), 


met) fy (Gx) = (x — 0%) (@x — ¢y) “(Fe — 07,1) (x — 444) — 2, ) 
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es wird 
f, (x) 
(12.) A; = fy (%)? 
also 
: Pe HOPMACI ME Oey ACH eel) 
(13.) f(x) <= f, (a) ae fy’ (et) L— = fy’ (ey) L — ey + 


CORE 


SE 
Die algebraischen Functionen. 

1. Ganze und rationale Functionen sind nur Specialfille 
der algebraischen Functionen, Hine algebraische Function 
y = f(x) ist durch eine Gleichung (den Factor des ersten 
Gliedes kénnen wir uns weegdividirt denken) 
(1) FY, 2) =y" + oy (a)y" + Go (a)y"™ + 

+ ona(a)y + pnr(2) = 0 

definirt, in der die g;(x) rationale Functionen bezeichnen. 
Diese algebraischen Functionen bilden fiir sich eine voll- 
stiindig abgeschlossene Gruppe; denn man gelangt immer 
wieder zu algebraischen Functionen, wenn man auch fiir die 
gx(x) in (1.) algebraische Functionen zuldsst. Um dies zu be- 
griinden, beweisen wir einen Hiilfssatz iiber Elimination. 

2. Sollen zwei Gleichungen ~ 
(2) a” + aa"! +. 4 ay —= 0, 
(3.) a +b +.--+6b,=0 
gleichzeitig, d. h. fiir denselben Werth von « bestehen, so 
muss eine gewisse Relation zwischen den Coefficienten dieser 
Gleichungen vorhanden sein. Wir verzichten darauf, diese 
Relation in iibersichtlicher Form darzustellen, und geben nur 
ein praktisches Verfahren zu ihrer Herleitung an, welches stets 
zum Ziele fiihrt. Ist ~<m, so dividiren wir nach den Regeln 
der Partialdivision mit (3.) in (2.), so weit dies moéglich ist, 
ohne auf gebrochene Potenzen von w# zu kommen, und er- 
halten einen Rest von héchstens dem (n — 1)*" Grade, der 
offenbar fiir das (2.) und (3.) gemeinsame wv Null sein muss, 
da der iibrige Theil von (2.) den verschwindenden Factor 
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(3.) enthiilt und das Ganze Null sein soll. Mit dem er- 
haltenen Rest dividiren wir wieder in (3.) und erhalten einen 
neuen, ebenfalls gleich Null zu setzenden Rest, der den 
(n — 2) Grad in x nicht tibersteigt. Mit aeteni dividiren 
wir in den ersten Rest u. s. w.; kurz, wir verfahren ganz 
nach der Methode zur Watindute eines gemeinsamen Factors. 
Schliesslich muss entweder die Division aufgehen — dann 
haben beide Gleichungen einen gemeinsamen, 2 enthaltenden 
Factor, und (2.) und (3.) werden durch eine Wurzel dieses 
Factors gleichzeitig befriedigt, ohne dass eine weitere Be- 
dingung zu erfiillen ist —, oder es bleibt ein Rest, der kein 
# mehr enthalt und der gleich Null gesetzt die gesuchte Be- 
dingungsgleichung liefert. Denken wir uns nun, dass die 
Coefficienten von (2.) und (3.) weitere Variable y, 2, wu, ... 
enthalten, so giebt uns jener gleich Null gesetzte Rest das 
Resultat der Hlimination von x aus beiden Gleichungen. 
Man sieht, dass man durch wiederholte Anwendung dieses 
Verfahrens aus » héheren Gleichungen mit » Unbekannten 
nach und nach (2 — 1) Unbekannte eliminiren kann, ohne 
eine Gleichung aufzulésen. 

Beispiel: Soll x aus 
(4.) 207+ ay+y?—1=—0 und 
(5.) e+ y=0 
eliminirt werden, so dividiren wir mit (5.) in (4.) und er- 
halten den Rest 
(6.) zy —y? —1—0; 
dividiren wir mit (6.) in (5.), so finden wir den Rest 


2 +2+—=0 oder 


(7.) ay + 2y° +1=0, 
wodurch das Eliminationsresultat dargestellt ist. 

3. Sind nun die Coefficienten a, einer Gleichung, die 
die Function y definirt, nimlich 


(8.) YF ay by" + +--+ ty = 0, 
irgend welche algebraische Functionen von z, die durch Glei- 
chungen 


8) a” + dx, wag! + Yue (a) ag" ++ + dam (a) = 0 


: 


- I” a 
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definirt sind, so braucht man nur aus (8.) und (9.) die Gréssen 
a, zu eliminiren, um eine Gleichung fiir y zu erhalten, deren 
Coefficienten rationale Functionen von « sind, die also y als 
algebraische Function von «x darstellt. Hiermit ist der in 1. 
ausgesprochene Satz bewiesen. 

Zugleich ist zu bemerken, dass auch die Umkehrung von 
y =f(«), d. h. w durch y als Function ausgedriickt, eine 
algebraische Function ist, was aus (1.) ohne Weiteres her- 
vorgeht. 

4, Hine algebraische Function n" Grades, d. h. eine 
durch eine Gleichung n‘*" Grades (in y) definirte Function, 
ist eme -deutige Function von 2, d. h. zu jedem Werthe von 
x gehéren » im Allgemeinen verschiedene Werthe von y, 
die nur in einzelnen Punkten theilweise oder ganz zusammen- 
fallen. Letztere nennt man Verzweigungspunkte. So hat z. B. 
y = Va zwei Werthe, die als -+-V/a und — Vx unterschieden 
werden kénnen und die nur fiir «0 und # = oo sich in 
einen einzigen vereinigen. Mit der allgemeinen Aufsuchung 
der Verzweigungspunkte wollen wir uns hier nicht beschiiftigen. 

5. Lehrsatz: Die dwrch (1.) definirte Function y = f(a), 
d. h. emer threr n Werthe, wird dann und nur dann unend- 
lich, wenn dies mit einem oder mehreren ihrer Coefficienten der 
Fall ist. 

Beweis: Seien y,, Yo, +... Yn die » Werthe von y = f(x), 
so ist 

Yi + Ye os + Yn = — 9, (2), 
(10.) YY2 + UYs + Va + Yr—1Yn = Y2(@), 


U1 Ya °° Yn = (— 1)" gn). 
Wird nun g,(#) unendlich, so wird auch die betreffende sym- 
metrische Function der y, also mindestens ein y unendlich. 
Ist dagegen etwa y, = oo, so muss, falls , (#) nicht unend- 
lich werden soll, mindestens eins der y, etwa y,, gleich Null 
sein; dann wird 

Ys °° Una = (— 1)" ra@); 
soll auch dieser Ausdruck nicht unendlich werden, so muss 
ein weiteres y, etwa y,1, == 0 sein, und man hat dann 


YrYe *** Yn—2 = (— 1)" p-2(x); 
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auf diese Weise kann man weiter schliessen, bis man auf 
ein unendliches g;(#) kommt; ist nimlich selbst 
Va Vee Vn 0, 

so folgt doch y, = — g,(a), d. h. mindestens ein g,(«) ist 
unendlichh — Den Grad des Unendlichwerdens wollen wir 
hier nicht bestimmen. 

6. Um den Differentialquotienten einer algebraischen 
Function bilden zu kénnen, suchen wir zuerst eine Function 
/(, y) mit.zwei Variabeln zu differentiiren. Es ist 


f(a-+-da, y+ dy) — f(a, y) =f(a + dx, y + dy) —f(a,y + dy) 
+ f(a, y + dy) — f(a, Y), 


ue) 9) (mit runden @ geschrieben) den 


oder, wenn wir unter 


sog. partiellen ioaaccicaite, nach x verstehen, d. h. 
denjenigen Differentialquotienten, der entsteht, wenn sich blos 
x andert, wihrend y als Constante betrachtet wird, 


fe + dv, y + dy) — f(a, y= FEED gy 4 TOD ay, 


oder, soweit f(x, y) sich stetig iindert fiir continuirliche Ande- 
rungen von x und y: 


(11) f+ do,y + dy) —f(e,y) = TX ay $+ TED dy, 


da wir unendlich Kleines gegen ee vernachlissigen 
kénnen. 

@ Um nun den Differentialquotienten von y = f a), 
welches durch J'(y, x) = 0 definirt ist, zu finden, betrachten 
wir zuerst F(y,”) als Function der beiden Farehela y und 
# und erhalten 


oF (y, Fry, 
By + dy, x + dx) — Fly, 2) =" ay § eo da, 


und wenn wir jetzt I(y, «) = AY also auch I’(y + dy, 
x -+ dx) = 0 setzen: 


ree OLY, ©) dy + = OF (y, &) da = (0) 
oder 
| OF (y, x) 
ah dy Ox, 
2) | da FY @) 3 
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die beiden partiellen Differentialquotienten sind so zu bilden, 
als wenn y und # von einander unabhingige Variable waren. 
— Auf der rechten Seite von (12.) ist fiir y der aus ’(y, 7) = 0 
ory Be) und oF, #) 
Ox oy 


berechnete Werth einzusetzen. Da wieder 


: : ‘ ett : : 
rationale Functionen von y und 2 sind, so ist . eindeutig 


bestimmt, wenn fiir y ei bestimmter Werth gewiahlt ist. 
Hin jeder Zweig der algebraischen Function setzt sich daher 
vollkommen eindeutig und stetig fort. Nur wenn & in einen 
Unendlichkeitspunkt oder Verzweigungspunkt eintritt, wird 


: : ce C 2 & Fy, 
dies Verhiltniss gestért; alsdann werden Bee ”) und 2 i 2) 


ae 2 allein Null. Im ersteren 


gleichzeitig oder es wird 


Halle lassen sich mit Hiilfe der héheren Differentialquotienten 
die verschiedenen Werthe des in unbestimmter Gestalt auf- 


tretenden Ausdrucks af bestimmen; doch glauben wir die 


eingehendere Untersuchung dieses Gegenstandes iibergehen 
zu diirfen. 


§ 18. 
Die Riemann’schen Flachen. 

1. Man nennt eine algebraische Function y = f(a) und 
die sie definirende Gleichung Fy, 7) = 0 irreductibel, wenn 
sich F'(y, «) nicht in Factoren niederen Grades zerlegen lisst, 
die in y und 2 rational sind, reductibel im entgegengesetzten 
Fall. Hine reductible algebraische Function kann man als 
eine Zusammenstellung mehrerer irreductibler betrachten, 


weshalb wir uns auf die letzteren beschrinken diirfen. So 
zerfallt z. B. 


(1) y—@®+22—1=—(yte—1)y—2+1)=0 
in die Gleichungen 
| (2.) y+ta—1=0 ud y—e+1=0, 


so dass das aus (1.) berechnete y = /(x) lediglich eine Zu- 
sammenstellung zweier ganzen Functionen ist. — Hs ist nun | 
von der gréssten Wichtigkeit, sich yon dem Zusammenhang 


“ 
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der  Werthe einer n-deutigen irreductiblen algebraischen 
Function ein klares Bild zu machen, weshalb wir auf diesen 
Gegenstand einige Augenblicke verwenden wollen. 

2. Wir denken uns die Variable x in einer Kbene, y 


in einer andern dargestellt (s. Fig. 5), nehmen fiir x zuerst 


=x =Ebene y = Kbene 
Fig. 5. 


einen bestimmten Werth aan, der kein Verzweigungs- oder 
Unstetigkeitspunkt sein mége, und fixiren unter den x Werthen 
von y, die ihm entsprechen, einen bestimmten y,- Nun lassen 
wir & einen zusammenhiingenden Weg, der durch ,keinen 
Unstetigkeits- oder Verzweigungspunkt geht, nach einem 
zweiten Punkte b zurticklegen; y beschreibt dann ebenfalls 
eine zusammenhiingende Linie und gelangt schliesslich nach 
y, 3; diese Linie ist eindeutig bestimmt, da sich y tiberall, 
ausser in den Verzweigungspunkten, eindeutig fortpflanzt. 
Lassen wir ferner x einen zweiten Weg zwischen a und b 
zurticklegen, der dem ersten unendlich benachbart ist und die 
gleichen Bedingungen erfiillt, auch mit dem ersten zusammen 
keinen Verzweigungspunkt oder Unstetigkeitspunkt einschliesst, 
so wird auch der entsprechende von y, ausgehende Weg von y 
dem ersten bestiindig unendlich nahe bleiben. Da nun y im 
Punkte 6 keine zwei unendlich benachbarte Werthe haben 
kann, wenn derselbe kein Verzweigungs- oder Unstetigkeits- 
punkt ist, andererseits aber y keine endlichen Spriinge macht, 
wenn sich x unendlich wenig indert, so wird y genau 
im Punkte y,’ anlangen miissen, sowie x in b anlangt. So 
kann man # unendlich viele, sich immer an den vorher- 


_gehenden unendlich dicht anschliessende Wege von a nach 


Rausenberger, periodische Functionen. 5 


66 Zweiter Abschnitt. — § 18. 


6 zuriicklegen lassen, und immer wird y sich von y, bis y, 
bewegen. Hierbei muss nur vorausgesetzt werden, dass der 
Raum, den diese Wege bedecken, keinen Verzweigungspunkt 
einschliesst, da von einem solchen aus das Weitergehen in 
mehreren Richtungen méglich ist. Das Durchschreiten eines 
Unendlichkeitspunktes (der nicht zugleich Verzweigungspunkt 
ist), das wir bisher nicht miterwaihnten, kann ausser Acht 


bleiben, da wir in dessen Umgebung nur ¢ = 7 =e AG statt 


y = f(x) za betrachten brauchen, eine Pusctithy, die sich 
in diesem Punkte durchaus stetig verhilt. Hat man auf 
diese Weise zwei Wege @ und 8 zwischen a und 6 erhalten, 
derart, dass 2 auf einem derselben von a aus fortschreitend 
in b zu dem gleichen Werthe y = y,' fihrt, so ist es 
auch weiter klar, dass, wenn x von a@ auf a nach b und 
dann auf $ zuriick nach a geht, y wieder zu dem Aus- 
gangswerthe y, zurtickkehrt. Wir finden somit den wich- 
tigen Satz: 

Bewegt sich x auf einer geschlossenen Linie, die durch keine 
Verzweigungspunkte eines Zweiges von y geht und auch keine 
einschliesst, bis zu seinem Ausgangspunkte zuriick, so erlangt 
auch der betrachtete Zweig von y nach diesem Umlauf seinen 
Anfangswerth wieder, beschreibt also on ais eime geschlossene 
Curve. 

Schliesst dagegen der von x durchlaufene Weg einen 
Verzweigungspunkt ein, so gelangt man im Allgemeinen 
(jedoch nicht immer) zu einem Werthe von y, der vom 1. Aus- 
gangswerthe verschieden ist*). 

3. Das Verhalten der algebraischen Functionen beim 
Umkreisen eines Verzweigungspunktes wird durch einige Bei- 


. ° ey 
spiele klarer werden. Sei y*—= a, also y = Va oder, wenn 


1 
=r(cosp + ising) gesetzt wird, y= rx (cos 2 + isin 2). 


*) Es mége bei dieser Gelegenheit darauf hingewiesen werden, 
dass in einem Verzweigungspunkte im Allgemeinen nur zwei, ausnahms- — 


weise auch mehrere Zweige der Function zusammenhingen; fiir die 


tibrigen Zweige hat ein solcher Verzweigungspunkt keine singulire 
Bedeutung. 
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Nehmen wir r= 1 an und lassen g die Werthe von 0 bis 
2x durchlaufen, so kehrt x nach Beschreibung eines Kreises 
um den Nullpunkt, der ein Verzweigungspunkt ist, zu seinem 
Anfangswerthe zuriick; dagegen gelangt ein Werth von y von 


y=1 bis zu cos =” ++ 7 sin 27 Nach kmaligem Umlaufe 
n n 


von £ um den Nullpunkt wird y = cos _ + isin ae , und 
erst nach mmaligem Umlaufe kehrt y zu seinem urspriinglichen 
Werthe y = 1 zuriick. Haben wir dagegen y =x Vx —1, so 
ist zwar x= 0 ebenfalls ein Verzweigungspunkt, allein 
nach einem Umlaufe um denselben, der nicht gleichzeitig 
#—1 umkreist, gelangen wir zum Anfangswerthe von y zuriick. 


4. Die gegebenen Beispiele zeigen uns, dass wenigstens 
in manchen Fallen es méglich ist, aus einem Werthe von y, 
etwa y,, fir «=a die tibrigen y,, y5,... y, dadurch zu er- 
halten, dass man x gewisse geschlossene Curven in der Ebene 
der complexen Zahlen durchlaufen lasst. Es fragt sich nun, 
ob es in allen Fillen méglich ist, durch solche Umliufe der 
Variabeln stimmttliche Werthe von y za erhalten. Nehmen 
wir an, es sei dies nicht méglich, sondern es lassen sich auf 
diese Weise nur y,, yy, ... y, in einander tiberfiihren, wihrend 
man von diesen zu den itibrigen yp44, Yrto, --. Yn durch 
keinen Umlauf gelangen kénne. Dann werden siimmtliche 


symmetrische Functionen der y,, y,, ... yx, also auch 
| Ya Ya +++ Yes 
(3) ° Ys + WYs + +» + Yi1Ye, 


* Y1Yo-++ Ye 


bei jedem beliebigen Umlaufe von # ungeiindert bleiben, da 
hierdurch die einzelnen Gréssen y,, y, ... y doch nur unter 
einander vertauscht werden. Die Gréssen (3.) sind daher in 
der ganzen Ebene eindeutige Functionen von x. Da sich aber 
andererseits die Gréssen (3.) nach § 17, 1 als. algebraische 
Functionen darstellen lassen, weil y,, y,, ... yz solche sind, 
und algebraische Functionen, wie aus ihrer Form hervorgeht, 


nur dann eindeutig sind, wenn sie rational sind, so sind die 
5* 
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Gréssen (3.) rationale Functionen von w. Bildet man nun 
eine Gleichung k*" Grades 


(4.) (Y— 4) (¥ — ys) -.. ¥ — yx) = 0 

mit den Lésungen y¥,, Y, -.- Yr, So sind ihre Coefficienten 
die positiv oder negativ genommenen Grdéssen (3.), also 
rationale Functionen von w. Die Gréssen y,, yo, ..- yx sind 
demnach Loésungen einer Gleichung /*" Grades mit in & 
rationalen Coefficienten F,(y, x) = 0. Da aber F,(y, x) = 0 
nur Lésungen besitzt, die auch solche von P(y, x) = 0 
sind, so wird es ein Theiler der letzteren Gleichung sein. 
Fy, z) = 0 ist also in diesem Falle reductibel. Wir finden: 

Irreductible algebraische Functionen sind immer so_ be- 
schaffen, dass die n Werthe, die sie fiir irgend ein x annehmen, 
durch geeignete Umldufe von x im emander dibergefiihrt werden 
konnen. 

5. Um nun ein klares, iibersichtliches Bild von dem 
Zusammenhange der Werthe eimer algebraischen Function 
unter einander zu geben, ist das von Riemann in die Wissen- 
schaft eingefiihrte Veranschaulichungsmittel von dem gréssten 
Werthe. Wenn wir hier auch von der ,,Riemann’schen F'liache“ 
keinen so ausgedehnten Gebrauch zu machen haben, wie dies 
in der Lehre von den complexen Integralen geschieht, so 
glaube ich doch, diese Theorie wenigstens an einigen Bei- 
spielen erdrtern zu sollen. Behufs eingehenderen Studiums 
verweise ich ausser auf die Riemann’sche Inauguraldisser- 
tation (Gesammelte Werke, 8. 3) namentlich auf: Kénigs- 
berger, ,, Vorlesungen tiber die Theorie der elliptischen Func- 
tionen u. 8. w.“ 

Bisher dachten wir uns die Variable w in einer Ebene, 
die zugehérigen Werthe der n-deutigen Function y = f(x) in 
einer andern ausgebreitet; jedem Punkte der #-Ebene ent- 
sprechen dann im Allgemeinen ” verschiedene Punkte der 
y-Ebene. In der Folge wollen wir uns an Stelle der einen 
x-Kbene n auf einander gelegte Kbenen (Blitter*) denken; 
an Stelle jedes Punktes x treten jetzt » tiber einander liegende, 
die jedoch alle dieselbe Zahl x repriasentiren sollen; dagegen 


*) Man denke etwa an m auf einander gelegte Bogen Papier! 


m 


oe 
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soll emem Punkte des obersten Blattes der Functionalwerth 
Y,, einem des zweiten y, u. s. w., einem des untersten y, ent- 
sprechen. Alsdann erscheint uns y = f(x) als eine eindeutige 
Function der auf den v Blattern ausgebreiteten 2-Werthe. 
Diese n Blatter, die sog. Riemann’sche Fliche, diirfen wir uns 
aber nicht als vollig isolirt vorstellen, da man ja durch ge- 
eignete Fiihrung der Variabeln von einem y-Werth zum 
andern (wir sprechen nur von irreductibeln Functionen) ge- 
langen kann; wir miissen vielmehr die Blitter theils in ein- 
zelnen Punkten, theils auf ganzen Linien an einander heften, 
um eine entsprechende Verbindung herzustellen. Um dieses 
im Allgemeinen complicirte, auch vielfach willkiirliche, doch 
immer durchfiihrbare Verfahren klar zu machen, wollen wir 
uns an einige Beispiele halten. 

a. Sei y= Va, y, = + V2, y, = —V2; Verzweigungs- 
punkte smd «=O und «oo. Wir denken uns die auf 


x Doppelebene | = Kbene 


Fig. 6. 


x 


einander gelegten beiden Blatter der Riemann’sche Fliche (s. 
Fig. 6) in einer beliebigen (etwa geraden) Linie OA, welche 
vom Nullpunkte in irgend welcher Richtung in Unendliche 
fiihrt, durchschnitten; dann denken wir uns an der Schnitt- 
linie den rechten Rand des unteren Blattes mit dem linken 
des oberen und, was materiell freilich nicht durchfiihrbar 
ist, den linken des unteren mit dem rechten des oberen ver- 
bunden. Man iiberzeugt sich nun leicht, dass diese Anord- 
nung dem wirklichen Verhalten der Function entspricht. 
Lassen wir nimlich die Variable x von irgend einem Punkte 
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a@ aus, der auf der oberen.Fliche liegen mége, einen (im 
friiheren Sinne) geschlossenen Weg « beschreiben, der den 
Nullpunkt nicht einschliesst, so gelangen wir zu dem Punkte 
a auf demselben Blatte zurtick; daher wird y nach diesem 
Umlaufe seinen Werth nicht geindert haben, (In der Figur 
ziehen wir die Linien, die im oberen Blatt zu denken sind, 
aus, wahrend wir die im unteren befindlichen punktiren.) 
Lassen wir dagegen w von a@ aus den Nullpunkt (also auch 
den Punkt «= 00) auf einem Wege #6 einmal umkreisen, 
so gelangen wir nicht wieder zu dem Punkte a auf dem 
ersten, sondern zu dem entsprechenden im zweiten Blatte, 
haben also hiermit nach unserer jetzigen Vorstellungsweise 
noch: keineswegs einen geschlossenen Umlauf ausgefiihrt; 
dem entsprechend sind wir auch von y, zu y, gelangt. Bei 
elmer zweiten Umkreisung gelangen wir zu a im ersten Blatte 
zurtick, haben also jetzt erst eime geschlossene Curve be- 
schrieben; gleichzeitig geht y, wieder in y, tiber*). Im Punkte 
«=O ist ein directer Ubergang von einem Blatte in das 
andere moglich. 


*) Wir haben die Anordnung der Flache absichtlich in vieler Be- 
ziehung willktirlich gelassen, um nicht durch unnéthige Specialisirung 
falsche Vorstellungen zu veranlassen. So ist schon die Festsetzung 
% = HVe, y =— Vx nur von relativer Bedeutung, da bei com- 
plexen oder negativen # von einer Unterscheidung eines positiven und 
negativen y nicht die Rede sein kann; y, und y, sollen eben nur das 
entgegengesetzte Zeichen haben. Wollte man eine bestimmtere Fest- 
setzung der Functionalwerthe haben, welche jedem Blatte der Fliche 

4 zugehdren, so kénnte man etwa den Werth y=1 fir «=1 dem 
ae ersten Blatte zutheilen. MHierdurch ist noch keineswegs bestimmt, 
; 2 welcher Complex von y-Werthen dem ersten Blatte entspricht, da dies 
noch von der speciellen Wahl des Verzweigungsschnittes abhingt. 
E. “i Aber dies ist auch thatsichlich vollkommen irrelevant; es ist von 
a der gréssten Wichtigkeit, zu erkennen, dass es auf diese Wahl 
nicht ankommt. Der Verzweigungsschnitt spielt auf der Fliche | 
gar keine besondere Rolle und den Functionalwerthen fiir denselben 
kommt keine singulire Bedeutung zu. Line weitere Hrérterung 
des Gegenstandes ist wohl iibexfliissig; ein genaueres Durcharbeiten 
dieses und der folgenden Beispiele, die wir nur kurz skizziren, wird 
den Leser leicht mit der Riemann’schen Anschauungsweise vertrauter 
machen, 
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b. Ist y=YVz2, so durchschneiden wir die » néthigen 
Bliitter in derselben Weise wie oben und verbinden an der 
Schnittlinie den rechten Rand des obersten Blattes mit dem 
linken des zweiten, den rechten des zweiten mit dem. linken 
des dritten u. s. w., schliesslich den rechten des n*" wieder 
mit dem linken des ersten. 


ce. Haben wir y = V(x — 1) (w — 2), so durchschneiden 
wir die beiden Blatter durch eine (etwa gerade) Linie, die vom 
ersten Verzweigungspunkte 
¢2=1 bis zum zweiten «= 2 
fiihrt (s. Fig. 7), und verbinden 
die Blatter an denSchnittlinien 
wie bei a.; im Verzweigungs- 
punkte oo denken wir 
uns die Blatter a einfach 
durchstochén und hierdurch 
die Méglichkeit gewihrt, 
durch diesen Punkt selbst 
hindurch, jedoch nicht durch ee 
seine Umkreisung, aus einem 
Blatte ins andere zu gelangen. Ein Umkreisen eines der im 
Endlichen gelegenen Verzweigungspunkte fiihrt in die andere 
Ebene, ein Umkreisen beider oder keimes von ihnen fiihrt zum 
Ausgangspunkte in derselben Ebene zuriick. Man tiberzeugt 
sich leicht davon, dass dieses Arrangement dem wirklichen 
Verhalten der Function entspricht, namentlich auch davon, 
dass letztere durch Umkreisen des Punktes oo, d. h. 
beider endlichen MepereenespEne te, ihren Werth nicht 
andert. .* 
Ubrigens kann man auch die Zerschneidung der Flachen 
derart vornehmen, dass man von den Punkten «= 1 und 
% = 2 aus Schnitte ins Unendliche fiihrt und an beiden die 
friihere Zusammenheftung vornimmt. 


-t2t 


4 


d. Ist y= «Ya —1, so ziehen wir einen Schnitt von 
a = 1 ins Unendliche und verbinden wie friiher. Im Punkte 
« = 0 denken wir uns die beiden Blatter durchstochen und + 
hierdurch den Zugang vom einen zum andern erméglicht. 


ae tities Wl’ - ea lad 


ay 
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Kin Umkreisen von vw = 1 fihrt aus emer EHbene in die 
andere, wihrend ein Umkreisen von # = 0 irrelevant ist. 

Die gegebenen Beispiele werden geniigen, um die Con- 
struction der Riemann’schen Flachen zu erlautern; ein wei- 
teres Hingehen in die Theorie derselben liegt nicht in der 
Absicht dieses Buches. 

Mit den algebraischen Functionen haben wir ein in 
sich abgeschlossenes Functionengebiet erledigt; im Folgenden 
wenden wir uns zur Theorie wesentlich anderer Functionen. 


Dritter Abschnitt. 


Die erweiterten algebraischen Functionen 


und die allgemeine Theorie der analytischen Functionen. 
oh Ue 
Hinfihrung der erweiterten algebraischen Functionen. 
1. Nachdem wir die algebraischen Functionen als eine 
in sich abgeschlossene Gruppe kennen gelernt, die aus sich 
heraus zu keiner Erweiterung des Functionengebietes fiihrt, 
haben wir die Frage aufzuwerfen: Wie kiénnen wir das Gebiet 
der uns bekannt gewordenen Functionen in naturgemisser Weise 
erweitern? In Wirklichkeit sind sehr mannigfache Wege 
eingeschlagen worden, um zu neuen Functionen zu gelangen. 
Man betrachtete z. B. die Potenz, indem man ihren Begriff 
gleichzeitig in passender Weise erweiterte, als Function des 
Exponenten und gelangte so zu der Exponentialfunction und 
durch deren Umkehrung zum Logarithmus, und nach Ahn- 
lichen Methoden kénnte man wohl noch manche andere 
Functionen bilden. Dass wir in dieser Richtung nicht vor- 
gehen, vielmehr nur gelegentlich «auf die angedeutete Er- 
zeugungsweise der genannten Functionen zuriickkommen, 
hat seinen Grund darin, dass wir auf diese Art keinen um- 
fassenden Complex von Functionen, vielmehr nur _ isolirte 
Resultate erhalten. Hin zweiter, bis jetzt mit Vorliebe ein- 
geschlagener Weg ist der, die Integrale algebraischer Func- 
tionen oder allgemeiner die Integrale algebraischer Differential- 
gleichungen za untersuchen, Dieses Verfahren hat in der 
That Manches fiir sich, da es bei geeigneter Erweiterung 
eine in sich abgeschlossene Functionengruppe liefert. 
Warum wir diesen Weg, der fiir die elliptischen und 
Abel’schen Functionen der historische ist, nicht waihlen, wird 
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erst spiter vollkommen einleuchten, wenn wir die Differential- 
ausdrticke dieser Functionen herstellen; wir werden alsdann 
sehen, dass wesentlich verschiedene Functionen sehr Ahnliche 
Differentialausdrticke besitzen, und dass, was das Wesent- 
lichste ist, die fraglichen Differentialgleichungen durch stetige 
Functionen einer Variabeln tiberhaupt nicht immer zu be- 
friedigen sind, dass man vielmehr durch recht complicirte 
Betrachtungen von Differentialgleichungen, die nur eine un- 
abhiingige Variable enthalten, auf Functionen mehrerer Va- 
riabeln hingewiesen wird. Dazu kommt noch, dass ein 
Integral (vgl. § 4, 1) tiberhaupt nicht als ein ausgefiihrter, 
d. h. zur Berechnung geeigneter Ausdruck angesehen werden 
kann, sondern vielmehr ein zu lésendes Problem ausspricht. 

2. Der Weg, den wir wirklich einschlagen wollen, ist 
ein ebenso nahe liegender wie naturgemiisser. Wiahrend wir 
bis jetzt nur Functionen mit Hiilfe einer endlichen Anzahl 
von Operationen construirten, werden wir jetzt eine wnend- 
liche Anzahl solcher zu Hiilfe nehmen. Bei den algebraischen 
Functionen setzten wir stillschweigend voraus, dass in der 
definirenden Gleichung F'(y, 7) = 0 nur Potenzen von y und 
x mit endlichem Kixponenten vorkommen; jetzt lassen wir 
diese Hinschrinkung fallen und gestatten auch die Aufnahme 
von unendlich hohen Potenzen in die Gleichung. So gelangen 
wir zu den erweiterten algebraischen Functionen. 

Ins Besondere wird durch diese Erweiterung aus der 
ganzen Function die nach Potenzen von a fortschreitende 
Potenzrethe, die natiirlich’ nur unter der Voraussetzung ihrer 
Convergenz einen Sinn hat; an Stelle der rationalen Function 
tritt der Quotient zweier Potenzreihen. Die erweiterte algebra- 
ische Function ist vorliufig durch eine Gleichung F'(y, ~) =0 
definirt, wo I’(y, x) eine convergente Potenzreihe in Beziehung 
auf y und w ist. Hiermit ist freilich das Gebiet der er- 
weiterten algebraischen Functionen noch keineswegs abge- 
schlossen, wie es wohl auf den ersten Blick schemen méchte; 
doch kénnen wir auf weitere hierher gehérige Gebilde erst 
spiter eingehen. Jedenfalls ist klar, dass die so definirten 
transcendenten (d. h. nicht algebraischen) Functionen mit den 
analogen algebraischen Functionen manche, wenn auch keines- 
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wegs alle Higenschaften gemeinsam haben werden, und dass 
-wir manche bei den algebraischen gefundenen Beziehungen 
unter geeigneten Hinschriinkungen auf unsere transcendenten 
werden tibertragen kénnen. MHierin liegt das Wesen der 
Functionentheorie, die wir im Folgenden vortragen wollen: 
die Theorie der zu wntersuchenden Functionen ist nur—eine Er- 

weiterung der Algebra, 


§ 20. 
Die Convergenz unendlicher Potenzreihen. 
1. Die weitaus wichtigste der soeben eingefiihrten Tran- 
scendenten (transcendenten Functionen) ist die Erweiterung 


der ganzen Function, die wnendliche Potenzreihe: 
ies) 


(1.) f(@) = a + a,% + aga? +--+. = > an2", 


0 
bei der selbstverstiindlich fiir die @ sowohl als auch fiir die 
x complexe Werthe zuliissig sind und deren Convergenzbeding- 
ungen wir sofort untersuchen werden. 
_ Die Reihe. (1.) ist jedenfalls convergent, wenn die Reihe 
der absoluten Betriige der einzelnen Glieder convergirt, und 
dieses ist wieder nach dem Cauchy’schen Kriterium der 
Fall, wenn 


Gan tS a 
ee este <t 


also | x | <oh ist (wobei die Differenz von |#| und 
>. oe 


| 4 | 


E [oops | eine endliche sein rite Haben wir dagegen 
| Mert 
.. 


BE Gg 1) also thos we, 


[ee] ops 
so divergirt die Reihe, weil alsdann ihre Glieder nicht gegen 


3 die Null abnehmen. Im Falle | «|= Sgcae teh a bleibt die Sache 
wt 


Reindiledigt: Diese Entscheidung setzt stillschweigend 


— 


einen bestimmten Grenzwerth besitze; 
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Fall, und wir sind auch im Stande, einen Satz iiber die Con- 
vergenz ganz beliebiger Potenzreihen aufzustellen. 

2. Lehrsatz: Convergirt eme Potenzrethe fiir 

L= 4, —1r(cos mp + isin g), 
so convergirt sie fiir jedes x, dessen absoluter Betrag um eme 
endliche Grosse geringer ist wie 1. 

Beweis: Sei (1.) wieder die vorgelegte Potenzreihe, so 
kénnen die absoluten Betriige der einzelnen Glieder dieser 
Reihe fiir 2 == a, keinen ins Unendliche wachsenden Werth 
besitzen, da sonst von einer Convergenz fiir «=a, keine 
Rede sein kénnte; wir diirfen daher annehmen, dass die 
Gréssen |a,|7" alle unter einer endlichen Zahl M liegen. 
Dann ist fiir |x| <r: 


pine 


+ |a|r2 2 ee rae 


[2]? 
r 


bE 


d. h. die links stehende Reihe und hiermit nach § 7, 1 die 
Reihe (1.) selbst besitzen fiir dieses 2 einen endlichen Werth. 

Die gefundenen Resultate lassen eine einfache geome- 
trische Veranschaulichung zu, wenn wir uns x in der Ebene 
der complexen Zahlen dargestellt denken. Die Werthe a, 


a 
fiir welche |a| = | te | ist, oder fiir die, falls kein solcher 
| ot | 
Grenzwerth besteht, |w| 7 ist, wo wir uns jetzt unter r 


den Maximalwerth dieser im letzten Lehrsatze auftretenden 
Grosse denken wollen, liegen auf einem Kreise, dessen Mittel- 
| A | 

| tos | 
Fiir alle Werthe von z, die sich innerhalb dieses ,,Convergene- 
kreises“ in endlichem Abstande von demselben befinden, con- 
vergirt die Reihe, fiir alle ausserhalb gelegenen divergirt sie; 


punkt der Nullpunkt und dessen Radius oder r ist. 


i fiir die Punkte des Convergenzkreises selbst und die inner- 
halb desselben in unendlich geringem Abstande von ihm ge- 
. legenen ist eine besondere Untersuchung néthig. — Den 


letzten Fall, der von besonderer Merkwiirdigkeit ist, werden 
wir erst im folgenden Paragraphen erledigen; den Fall 
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|a| = ae werden wir unter gewissen Voraussetzungen 
weiter behandeln. 

3. Wir wollen jetzt der Einfachheit halber voraussetzen, 
dass der Radius des Convergenzkreises (wenn er nicht un- 
endlich ist) die Kinheit sei, was immer durch Substitution 
| 4a | 
| tos | 
ist. Alsdann diirfen wir fiir Werthe des Convergenzkreises 
& = cos p + 7sin p setzen. Wir beweisen nun den folgenden 

Lehrsatz: Die Rethe 
(5.) f (2) = a + a2 + a2" + --- 
convergirt fiir |x| == 1 immer, wenn die a positiv sind und 
von igend emer Stelle ab gegen die Null zu abnehmen; nur der 
Punkt «= 1 macht eine Ausnahme. 

Beweis: Denken wir uns die Glieder mit nicht bestiindig 
abnehmenden Coefficienten bereits:aus der Reihe ausgeschie- 
den, so haben wir nach Multiplication von 


fn(%) = Uy + A, % + G2” + +++ + Ana” 
mit 1 — x: 
fn(@)(1 — 2) = a, — (a, — a,)& — (a, — A) 0° — (a, — 4g) 0? — + 
— (Gn — Gn) 2” — Oy, "4 
= Ay — Ana") — (a), 
worin die Bedeutung von y,(%) ohne Weiteres klar ist. 
Die Reihe yw, (x) zerleggn wir in ihren reellen und ima- 
giniren Theil, indem wir beriicksichtigen, dass 
x* = (cos y + tsin p)' = cos kg + isin kg 
ist; wir haben 
Yn(%) = (ay — 4,) cosp + (a, — ay) cos 2p-+ (ay — dz) CoS 3p ----- 
+ (Gn—1 — An) COSN +i] (q—a) sin g +(a,—a,)sin2 p+ 
aah Pops ay 


worin die Gréssen a, — a4, simmtlich positiv sind. Gehen 
wir nun von der endlichen zur unendlichen Reihe durch un- 
endliches Wachsthum yon » iiber, so wird die Convergenz 
von f(x) (1 — 7) = v(2), da a,x°*! = 0 ist, lediglich von 


=. 

b i 

S . 

5 
ss 


yon - x an Stelle von « in der Reihe (1.) zu erreichen 


\ 


ew, 
Be tts 
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der Endlichkeit des reellen und des imaginiren Theils von 

w,(2) abhingen. Da ferner die Werthe von cos kx und 

sin kw zwischen —1 und + 1 schwanken, so werden 

(ay — a,) 08 ++ (a, — ay) 008 2— + (cy — a) 08 3 +--+ 
+ (dw1 — Aw) COS WH 

und 

(% — %) sin p + (a, — a) sin 2p + (a, — as) sin 3p + --- 
+ (doe1 — A) sin oy 

in convergente Reihen iibergehen, wenn dies mit der dem 

absoluten Betrage nach grésseren oder gleichen Reihe 


(a — 4) + (@, — Gy) + (@, — a) + >>> + Goa = Gn) 


der Fall ist. Letztere Grosse ist aber gleich a, — dy = a. 
Da ferner f(”) = a2 ist, so wird auch f(a) fiir |#|—=1 


endlich sein, ausser wenn % = 1 ist. — In letzterem Falle 
hingt die Convergenz von der individuellen Beschaffenheit 
der Reihe ab. 


4, Haben die reellen Gréssen a, nicht positive, sondern 
wechselnde Vorzeichen, so ist die Untersuchung durch Substi- 
tution von — # an Stelle von # auf den vorigen Fall zuriick- 
zufiihren; die Reihe convergirt auf dem ganzen Convergenz- 
kreise, ausser im Punkte «= — 1. 1 


5. Innerhalb des Convergenzkreises ist die Potenzreihe 
unbedingt convergent, weil die Reihe der absoluten Betrige — 
der Glieder convergirt; auf dem Convergenzkreise selbst findet 
im Allgemeinen nur bedingte Cénvergenz statt. 


6. Von besonderer Wichtigkeit ist der Fall, dass 


Vy it 


Gy 


= 0, resp. ry =o ist; alsdann convergirt die Reihe 


fiir jedes endliche ~ Da gerade derartige Potenzreihen mit 
den ganzen Functionen wesentliche Analogien zeigen, so 
nennen wir sie transcendente ganze. Functionen. 
7. Hine Reihe von der Form 
f(#) = a + a,(@ — a) + a,(@ — a)? +--- 
hat einen Convergenzkreis, dessen Mittelpunkt der Punkt 
2= a ist. ; 
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§ 21. 
Allgemeine Higenschaften der Potenzreihen. 
1. Sei , . 
(1.) f(“%) =a +a,4 + a2? +.--- 


eme Potenzreihe, deren Conver- 
genzkreis den Radius 7 besitze (s. 
Fig. 8). 

In dieser Reihe setzen wir 
“«—=2-+ e@ und entwickeln in 
2) fete) =a +a (2 + «) 

+f M(@ + «)* + ag(2 + o)*--: 
die einzelnen Glieder nach Po- 
tenzen von Z, wie dies nach dem 
binomischen Lehrsatz fiir ganze Exponenten miglich ist*); 
wir erhalten — 
(3) fle +e) =a +a(2 +0) +(e + 2ae + a’) 

+ a;(z + Baz? + 3072 + ao) +.---, 

und es fragt sich, ob, resp. wann wir die Glieder dieser 
Reihe nach steigenden Potenzen von z ordnen diirfen. Diese 
Frage findet ihre Erledigung durch § 10; denn wir kénnen 
die Entwicklung (3.) als eine Doppelreihe ansehen, in der 
die Partialreihen theilweise endlich sind. Die Umordnung 
wird hiernach méglich sein, wenn ¢ und @ so beschaffen sind, 
dass die Reihe 


(4.) |a,| sf |a,2| + |a,a| + |a,2"| + |2a,a2| + |a.a?| + -- 
= || + |@,| |2| +] a, | |e fetus ee SiaTeyE alle a 

= || || (lel + lel) + laa) (2) + lel)? + 
eonyergirt. Dies wird aber dann der Fall sein, wenn 
(6) le] + |el<r 
ist. Wir konnen demnach f(z + «) nach Potenzen von z oder, 
_ was das Gleiche ist, f(«) nach Potenzen von « — « entwickeln, 


Fig. 8. 


'*) Auch ohne Verwendung dieses Satzes ist die Entwickelbarkeit 
aah ee enten unmittelbar ersichtlich, 
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wenn |\z| + |a| oder \a — a| + |a| kleimer als der Radius des 
Convergenzkreises von f(a) ist. 

Geometrisch stellt sich die Sache in der Weise dar, dass 
die nach z = # + a geordnete Reihe innerhalb eines Kreises 
convergirt, der den Punkt z—0O oder xa zum Mittel- 
punkte und 7 — || zum Radius hat; dieser Kreis beriihrt 
den Convergenzkreis der nach Potenzen von & fortschreitenden 
Reihe f(z) von innen. — Ausgeschlossen ist hiermit keines- 
wegs, dass die neue Reihe auch in einem wetteren Bereiche 
convergiren kénnte; wir kommen auf diesen Punkt: spiter 
zuriick. 

2. Lehrsatz: Jede Potenzreihe ist im Inneren ihres Con- 
vergenzkreises eme stetige Function; am Rande des Conver- 
genzbezirks hort diese Eigenschaft auf: 

Beweis: Hs ist 
(6.). f(@-+ da) = a + a,(% + da) + a,(% 4+ da)? +--+; 
diese Reihe lasst sich nach Potenzen von dz ordnen, falls 
|a| + |dx|<r oder |dxz|<r—|a| ist. Liegt 2 nun im 
Inneren des Convergenzbezirks, d. h. ist |%|<7*), so ist diese 
Bedingung befriedigt, da |dx| unter jeder Grenze klein ge- 
dacht werden muss, wihrend wir fiir einen Punkt des Randes 
diesen Schluss nicht mehr ziehen diirfen. Wir erhalten 


(7) f@ + da) = fi) + h@)da + f(@)da’ +>, 
worin die f,(#) Potenzreihen sind, die innerhalb des Con- 
vergenzbezirkes von f(a) convergiren miissen. Da f(@ + dz) 
fir dz =O in f(x) tibergeht, so muss f)(v) = f(z) sein, 
und wir haben demnach 


f(a) = FEF A— 1) _ (a) + A @da + fh@)da? + 


=f) + de[h@ + h@de+---1=4@. 
Der Ausdruck f,(7) = f’(x), der Coefficient von da in der 


Reihe (7.), ergiebt sich aus der unmittelbaren Entwicklung 
von (6.); wir finden 


(8.) f(a) = fw) = 4, + 2a,2 + 3a,a* 4+ 4aya’ + --., 


*) Diese Ungleichung ist wieder so aufzufassen, dass || um eine, 
wenn auch noch so kleine, endliche Grésse unter r liegt. 


a: i a “ - be s — | a 
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d. h. dasselbe Resultat, das wir durch gliedweises Differen- 
tiiren von /(#) erhalten hiitten. Wir haben also folgenden 
Satz, der den oben ausgesprochenen einschliesst: 

Eine unendliche Potenzrethe wird innerhalb ihres Conver- 
genzbezirks in derselben Weise differentiirt wie eine ganze 
Funetion; ihr Differentialquotient ist wieder eine Potenzreihe 
welche denselben OConvergenzbezirk wie f(a) selbst besitet. 

Der letztere Punkt bedarf insofern einer Erginzung, 
als bis jetzt nur bewiesen ist, das /’(~) innerhalb des Con- 
vergenzbezirks von /(«%) convergiren muss; doch ergiebt sich 
auch mit Leichtigkeit, dass es in keinem weiteren Bezirk 
convergiren kann; denn die Coefficienten von (1.) erscheinen 
in (8.) mit zunehmenden Factoren multiplicirt, wodurch die 
Convergenz selbstverstiindlich verringert wird. In Folge 
dessen convergirt (8.) hiiufig an der Grenze des Convergenz- 
gebietes nicht mehr, wiihrend dies mit (1.) der Fall ist. Die 
Differentiirbarkeit hért an dieser Grenze auf. 

Durch wiederholtes Differentiiren erhalten wir auch die 
héheren Differentialquotienten immer wieder als Potenzreihen 
mit dem gleichen Convergenzbezirke*). 

3. Differentiiren wir 


f(&) =a, +aa+ az? +--: 
wiederholt, so erhalten wir 
(f @) = 4, + 2a," + 80,0 + 4a,n? +--., 
(9.) f" (a) = 2a, + 2-3d,% Le 3-4a,2" fees, 
f" (@) = 2-34, + 2:3-4a,a 4+ 3-4-5a,2° + - 


uU. S. W. 


? 


Setzen wir hierin 2 = 0, so folgt 
FO) = a, 
f' (0) a hay, 
f"(0) ie 1-2-as, 
fia +2:3-a, 


f® (0) =1-2-3---k-a, 


*) Damit ist jedoch nicht ausgeschlossen, dass unendlich hohe Dif- 
ferentialquotienten von f(x) ins Unendliche wachsen. 


‘ Rausenb erger, periodische Functionen, 6 


— a) ee el Ee 
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also 


(10.) f(#) = f(0) + Dee ee fs) Es Bie a? mM Aye ae ar oh 


Man nennt diese Darstellung von bes mit Hiilfe der Diffe- 
rentialquotienten fiir den Punkt =O die Maclawrin’sche 
Reihe. 

Setzen wir in (10.) f(a@-+h) an Stelle von f(x) und 
betrachten « als Constante, h als Variable, so finden wir die 
sog. Taylor’sche Reihe: 


(1) f@+)=f@ + Pat fOr + e+. 


4, Lehrsatz: Wenn zwei Potenzreihen fiir alle Punkte 
innerhalb eines noch so kleinen, doch endlichen wm den Null- 
punkt beschriebenen Kreises tibereinstimmen, so sind sie identisch, 
d. h. thre entsprechenden Coefficienten sind gleich. 


Beweis: Ist 
(12.) a +aev+aa?+---=—b, +0,” + ba? + --- 
innerhalb des angegebenen Kreises, so folgt zunachst durch 
Nullsetzen von x 
Ay = by, 
also 
a,% + dau? + asx? +.-- = bd, 7 + bx? + bga* +---. 
Diese Gleichung kann beiderseits durch x dividirt werden, 
wenn x von Null verschieden ist; wir finden 


(13.) a, + a7 + aa? +---=b, +b,0+6,07+-- 

unter der Voraussetzung, dass nicht « = 0 ist. Da wir nun 
aber gesehen haben, dass die Reihen (13.) innerhalb ihres 
Convergenzbezirks (welcher derselbe wie bei den Reihen (12.) 
ist) stetige Functionen sind, die sich nicht sprungweise iindern, 
und die Gleichung (13.) fiir soleche ~ besteht, die der Null 
beliebig nahe kommen**), so schliessen wir, dass sie auch 


*) Natiirlich ist hiermit nicht dargethan, dass jede Function 
nach Potenzen von x entwickelt werden kann, wenn wir die Differen- 
tialquotienten fiir den Nullpunkt kennen und die nach Muster von (10.) 
gebildete Reihe convergirt; vielmehr hat die Entwicklung (10.) die 
bestimmte Voraussetzung, dass f(a) eine Potenzrethe ist. 

**) Es ist wichtig hervorzuheben, dass es fiir diesen Schluss nicht 
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fir x= 0 giiltig ist. Setzen wir wieder 0, so folet 
weiter 


und 


(14,) aX + ds0” +--+» —= bee + Daa? + +. >, 

und man gelangt durch Wiederholung dieser Schliisse zu dem 
Resultat, dass tiberhaupt 

C15,) a, = by 

ist. 

In der Folge wird uns dieser Satz ofters die Méglich- 
keit bieten, die Coefficienten einer Reihenentwicklung nach 
der sog. Methode der wnbestimmten Coefficienten 2u berechnen. 

5. Die Differentiirbarkeit einer Potenzreihe innerhalb 
ihres Convergenzkreises tiberzeugte uns davon, dass die Reihe 
sich in diesem Interyalle continuirlich, niemals sprung weise 
andert; fiir die Grenze des Convergenzbezirks waren diese 
Schliisse nicht mehr méglich. Da aber die Reihe auch auf 
dem Convergenzkreise in vielen Fallen congergent bleibt, so 
bietet sich die Frage dar, ob sich diese Randwerthe der Reihe 
und ins Besondere bei welcher Anordnung der letzteren eben- 
falls stetig an diejenigen fiir die unmittelbar benachbarten, 
innerhalb des Convergenzbezirks liegenden x anschliessen. 
Wie sehr nothwendig eine eingehende Behandlung dieses 
Gegenstandes ist, zeigt das folgende Beispiel. 

Die Reihe 


2 8 a* x 
fee epee 
convergirt unbedingt fiir |w| <1; es ist daher gleichgiiltig, 


in welcher Reihenfolge wir ihre Glieder anordnen, und sie 
stimmt mit 


3 2 5 7 4 : 
Q1) 4@=34+5-F4+54+7-F4+ 
_ fiir |2| <1 identisch tiberein. Wird dagegen w = 1 gesetzt, 


erforderlich ist, dass uns die Ubereinstimmung beider Reihen in der 
gesammten Umgebung von Null bekannt ist; es geniigt vorauszusetzen, 


dass die Reihen auf einem endlicken, wenn auch noch so kleinen : 
_ Linienstiick tibereinstimmen, welches durch den Nullpunkt geht, 
4 


6* 
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so convergiren die Reihen 
(8) AQ) =4—-4$+4+4—-444- 
und 

A(Q)=t+h—b+4+4—-t4+- 
auch noch, sind aber nach § 8, 1 an Werth verschieden. 
Es ist also klar, dass mindestens eine der beiden Reihen 
f, (@) und f,(#) einen endlichen Stetigkeitssprung macht, wenn 
x von 1 —= zu 1 iibergeht; andrerseits ist es ungewiss, ob 


bei einer der Reihen kein solcher Stetigkeitssprung statt- 
findet. Dieser Gegenstand wird erledigt durch den 


Abel-Dirichlet’schen Satz: Ist 
(19.) f(@) =a + a2 + ax? + a,0° +--- 
eine Reihe mit reellen Coefficienten, welche fiir |x| <1 und fiir 
“% = 1 convergirt, so nahert sich f (1 — =) dem Grenzwerthe 
(@ ist eine posttwe, ims Unendliche wachsende Grésse) 
(20.) &— % +4, +4, +4, -+--- 
Beweis: Es ist, wenn wir 
Sn == Uy + a, +O, +--+ + On 
setzen: 
[(&) = 8) -F (8; — 89) % + (82 — 8) 2" qs (S, — s2)a° + 
= (1 — 2) (Ss) + 5" + 5,27 +--+), 


also 


2 
(21.) f(a rene = 41s a (1 =) + s, (1 2) + .-- 
a\* 1 awk 1 
Fels) | +e a) i ieaten Gog 
2 
+os(1=5) +--], 
Die endliche Zahl n kénnen wir uns so gross gewihlt denken, 
dass (in Folge der Convergenz von (20.)) die Gréssen s,41, 
Sn42) Snt3+*: beliebig wenig von s verschieden sind; nehmen 
wir an, sie liegen alle zwischen s — 0 und s + «, wo 0 und 


é beliebig klein gedacht werden kénnen. Nun ist der Inhalt 
der ersten Klammer von (21.) ein endlicher Ausdruck, also | 


/* pe 
a, a 2. 


i 
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mit = multiphert (wir denken uns  unendlichmal grésser 


wie 7) verschwindend klein, so dass nur der zweite Theil in 
Betracht kommt. Es ist aber 


Bee 9+0-940-2)+-] 


ie (i ue A oreeer (1 == J) iets Sea, 


Beg). ta|14 (1+) + — 4) + ...], 


oder, da 


— 1+(1-2)4+ (0-4) Me eea ai 


_ ist*): 


: (2) "<i ed ie | sepa-F Says (1 2) ie 


< (1 — =e (s+). 


Wir haben ferner 
Pow iat Bohs “ANS 
ee) te, 


ao 


nm+1 
@ 


ips 


Fe: Pe sci. 


G=#)> a0 


sich bei gor Annahme , me) rt) unendlich vvielmal 


* * e . 


' 
=. 


rf 


hen a 


pet 


ERC De i a on hae 
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F n+l 
grosser ist wie die endliche Grosse n, ergiebt, dass (1 — 2 
beliebig wenig von 1 verschieden ist. ; 
Wir diirfen daher 


s—é<f(i—s)<e+s 


setzen, finden also, dass f (a— | von s beliebig wenig, 


d. h. gar nicht verschieden ist. 

Dieser Satz, der zunichst nur einen speciellen Fall 
erledigt, kann sofort verallgemeinert werden. Sind a), a,, --- 
complexe Gréssen, so denken wir uns (19.) in zwei Reihen 
zerleot, von denen die eine reelle, die andere rein imaginire 
Werthe enthalt, und fiir die beide der obige Satz Anwen- 
dung findet, so dass seine Giiltigkeit auch fir complexe 
Coefficienten erwiesen ist. Nunmehr konnen wir auch 
x= r(cosp + ising) setzen und von 


(1 ~~ =) (cosp-fising) | =a) + a, (cos + ising) (1 -- =) 


mk: eg Ne 
+ a, (cos 2p + isin 29) (1-4) Bie 3 | 
beweisen, dass es von : ; 


dy + a, (cos p + %sin gp) + a, (COS 2 f isin29 Hy 


unendlich wenig verschieden ist. 
6. Um uns eme deutliche Vorstellung davon zu machen, 


wie sich die umgeordnete Reihe f(x) fix a = ee = aati 


betrachten wir wieder das Beispiel 


ee . ay. 3 ey: 
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so kénnte fiir hinlinglich grosse n der iibrig bleibende Rest 
von (22.) und (23.) beliebig klein gedacht werden, d. h. (22.) 
und (23.) miissten sich beliebig nahe kommen. Nun wissen 


wir aber, dass (22.) fiir «= 1 — ~ sich einer andern Grenze 
nihert. Wir mitissen daher schliessen, dass der Rest von 
(22.) fitr «= 1— ~ nicht unter eine beliebig kleine Grosse 


gebracht werden kann, dass also diese Reihe fir «= 1— - 


nicht convergirt. Man kann sich dieses eigenartige Verhalten 
so denken, dass (22.) fiir |z| < 1 convergirt, dass sich aber bei 
der Anniherung von «# an 1 diese Convergenz ins Unent- 
liche verzégert, so dass keine noch so grosse Zahl der Glieder 
der Reihe geniigt, um ihren Werth mit beliebiger Anniherung 
zu berechnen; wird indessen 7 = 1, so tritt wieder Convergenz 
ein. Man nennt diese merkwiirdige Erscheinung wnendlich 
verzogerte Convergenz. 


§ 22. 


Die Erweiterung der Potenzreihen und die analytischen 
Functionen. 


1. Um den folgenden fundamentalen Betrachtungen voll- 


stiindige Klarheit zu geben, wollen wir wieder von einem 

1 
ee 
Function, die nur fiir = 1 unendlich wird, sonst iiberall 
stetig ist. Fir |v|< 1 gilt die Entwicklung 


pap litet+Ptet-., 


ist eine rationale 


Beispiele ausgehen. Der Ausdruck 


sodass wir innerhalb eines beschrinkten Bezirks vollstiindige 
Ubereinstimmung zwischen — und einer formell von ihr 
sehr verschiedenen Potenzreihe haben. Das Centrum des 
Convergenzkreises der Potenzreihe ist der Nullpunkt; man 


sagt, <> sei in der Umgebung von «=O oder fiir den 
Punkt « =O in eine Potenzreihe entwickelbar. Unter der 


Ai, 
: 
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Umgebung eimes Punktes denken wir uns im Allgemeinen 
ein endliches, iibrigens beliebig kleines Flichenstiick, in 
dessen Innerem, vom Rande iiberall in endlicher Entfernung, 
der betreffende Punkt liegt. Wie weit reicht aber der Con- 
vergenzkreis der Potenzreihe in unserem Falle? Genau bis 


an den Unstetigkeitspunkt «1. Indessen kénnen wir 


auch in eine andere Potenzreihe entwickeln, die nach Potenzen 
von « — a fortschreitet und deren Convergenzkreis den be- 
liebigen Punkt a zum Mittelpunkte hat, die also eine Ent- 
wicklung fiir die Umgebung des Punktes «=a darstellt. 
Es ist niémlich 


1 1 cee se! 1 
ae ee ay, PN ey a DEY, Ape on 
1 "4 


a raalt +526 GEs) +053) +) 
1 


ee \+aa; ae % — a) + 
TG |< Loder |e — a| 
<|1—al|; bedenkt man, dass |1—a| der geradlinige 
Abstand des Punktes «=a vom Punkte «=—1 ist, so 
ist ersichtlich, dass der Convergenzkreis der Reihe wieder 
bis zum Unstetigkeitspunkte 7 = 1 reicht. Unmoglich wird 
die Entwicklung nur fiir a = 1, wenn man von a@ =o ab- 
sieht. Man findet also folgende Resultate: 


Diese Entwicklung convergirt ftir | 


a. 5 = 7 ldsst sich im jedem endlichen Punkte (oder in 
der Umgebung jedes Punktes), in dem die Function stetig ist, 
im eime Potenzrethe entwickeln. 


b. Die Convergenzkreise der Entwicklungen reichen alle bis 
zum Unstetigheitspunkte x = 1. 

c. Mehvere dieser Potenzreihen, deren Convergenzkreise einen 
gememsamen E'liichenraum umfassen, liefern fiir jeden Punkt 
des letzteren sdimmtlich den gleichen Werth (da alle fiir einen 
solchen Punkt mit dem entsprechenden Werthe von - 
iibereinstimmen). 


5 ee 


ee ee oe 
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. é . 1 
Man kann sich demnach die Function ay ersetzt 


denken durch einen Complex von unendlich vielen Potenz- 
reihen, deren Convergenzgebiete sich tiber die ganze Ebene 
(soweit sie im Endlichen liegt) verbreiten und nur den ein- 
zigen Punkt #2 = 1 ausschliessen. In der Folge werden wir 
geradezu Functionen durch einen solechen Complex von Potenz- 
reihen definiren; um dieses Verfahren indessen als naturgemiiss 
erscheimen zu lassen, miissen wir einige allgemeine Sitze 
vorausschicken. 
2. Sei eine Potenzreihe 


f(x) = a + 4% + a,v? + a,”> + --- 


vorgelegt, deren Convergenzkreis den Mittelpunkt «=O und 


Fig. 9. 


den Radius 7 besitzt; der Raum im Innern dieses Conver- 
genzkreises werde mit I bezeichnet (s. Fig. 9), in demselben 
liege der Punkt a; dann kénnen wir f(x) nach § 21, 1 in 
eine nach Potenzen von w — a fortschreitende Reihe 


f,(@) = b + (@ — a) +2,(@ — a? +-- 
transformiren, die jedenfalls innerhalb eines Kreises (der 
Innenraum desselben heisse Il) convergirt, der «=a zum 
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Mittelpunkte hat und den Convergenzkreis von f(#) von Innen 
beriihrt. Im Raume II ist f(#) mit f,(@) vollkommen iden- 
tisch.. Allein es ist auch méglich (vgl. unser obiges Beispiel), 
dass sich der Convergenzbereich von f,(%) noch weiter 
erstreckt; der Radius desselben sei dann g, sein Innenraum III. 
Die Frage ist nun: wird die Entwicklung f,(%) mit f(z) 
auch in dem (in der Figur schraffirten) Gebiete iiberein- 
stimmen, welches III mit I, aber nicht mit IJ gemeinsam 
hat? Behufs Beantwortung. dieser Frage wahlen wir emen 
Punkt 6 im Raume II und beschreiben von ihm aus einen 
Kreis, welcher ganz innerhalb I und IJ, jedoch zum Theil 
in den schraffirten Raum fallt; sein Innenraum heisse IV. 
Nach § 21, 1 ist es nun méglich, sowohl f(a) als auch f, («) 
in Reihen F(x) und F(x) zu transformiren, die nach Poten- 
zen von # — b. fortschreiten und im Raume IV mit den 
erstgenannten Reihen identisch iibereinstimmen. Da nun. f(x) 
und /,(z) im Raume II identisch gleich sind, und F(a) und 
F, (#) in einem Kreise, der den Mittelpunkt b hat und II nicht 
iiberschreitet (in der Figur punktirt) resp. mit f(#) und f, (a) 
identisch iibereinstimmen, so kénnen wir schliessen, dass fiir 
dieses Gebiet auch F(a#) und F(a) identisch sind. Nach 
§ 21, 4 sind aber zwei Potenzreihen, die in der Umgebung 
des’ Mittelpunktes ihres Convergenzkreises iibereinstimmen, 
in ihrem ganzen Verlaufe nicht von einander unterschieden. 
Hieraus folgt weiter, dass im gesammten Raume IV auch 
f(z) und 7, (2) als identische Transformationen der hier tiber- 
einstimmenden Reihen /'(”) und F(x) identisch sind. Hier- 
nach ist die obige Frage fiir einen Theil des schraffirten 
Raumes, nimlich den mit IV gemeinsamen, bejaht. Nun 
kénnen wir aber ausser b noch unendlich viele andere Punkte 
zum. Ausgang wihlen und so den Nachweis fiir weitere Theile 
des schraffirten Raumes fiihren; dann kénnen wir auch Aus- 
gangspunkte in dem neugewonnen Raum annehmen u.s. w., 
und es bedarf keiner weiteren Hrérterung, wie man mit 
solchen Kreisen schliesslich das ganze fragliche Gebiet tiber- 
decken kann. Wir haben demnach den Satz: 

Eine Potenzreihe, welche aus emer andern durch Trans- 
formation hervorgeht, stimmt nut dieser in dem gesammten 
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Raume iiberein, der den Convergenzbezirken beider gemein- 
sam ist. 

3. Kine Reihe f(x), welche innerhalb eines endlichen 
Convergenzkreises convergirt, reprasentirt nur innerhalb dieses 
Kreises eine Function von 2; fiir %, die ausserhalb desselben 


liegen, setzt sie keine Functionalbeziehungen fest. Wenn . 


nun die Reihe /,(#), die in einem gewissen Raume mit (2) 

identisch ist, auch fiir Werthe von w convergirt, die ausser- 

halb des Convergenzbezirks von f(@) liegen, so kann man 

diesen Theil von /,(x) als eine Fortsetzwng der Function f(a) 
ansehen. Statt /, (x) 

kénnte man aber auch 


andere Transformationen / aS 
: >> sem~ 
von/ (x), z. B. fo(z) u.s.w., P| al® mi 
deren Convergenzkreise \ LOX £ 
Qe 


die Punkte } u.s.w. zu bie Ng 


Mittelpunkten haben, zu I ais 
Fortsetzungen benutzen. / 
Sollen nun solche Fort- . 
: 0 
setzungen einen brauch- 
baren Sinn haben, so ist 
es offenbar néthig, dass 


irgend zwei derselben, 
etwa f,(x) und f,(x), in rote 


. . = eat aie 
einem Bereiche, der ihren 


Convergenzbezirken  ge- sores 


-meinsam ist (s. Figur 10), 


die gleichen Werthe liefern. Dass dies wirklich der Fall ist, 


lasst sich in thnlicher Weise wie der vorige Satz begriinden. 


Jenes gemeinsame Stiick der Convergenzkreise von /,(#) und 
f:(#) wird theils innerhalb, theils ausserhalb I fallen; fiir 
den inneren Theil ist die Richtigkeit des Satzes selbstver- 
stiindlich, da hier /,(#) und f,() nach dem Vorigen mit f(x) 
identisch sind. Um auch fiir das aussere, in der Figur 
schraffirte Stiick den Nachweis zu fiihren, nehmen wir einen 
Punkt ¢ in dem inneren an und beschreiben um ihn einen 


Kreis, der auch in den schraffirten Theil reicht, jedoch ganz 


innerhalb des gesammten gemeinsamen Stiickes bleibt, Trans- 


EE ee eee 
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formiren wir nun f,(z) und f(x) zu Potenzreihen F,(#) und 
F’, (x), die nach Potenzen yon x — ¢ fortschreiten, so werden 
F(z) und F,(”) in der Umgebung von ¢ identisch sein, da 
hier f,(z) und f,(x) identisch sind. Hieraus folgt nach 
§ 21, 4 wieder, dass F(x) und F(x) iiberhaupt identisch 
sind und dass somit auch f,(%) und f(z) innerhalb des 
Kreises um c, also auch in einem Theile des schraffirten 
Raumes iibereinstimmen. - Diese Schliisse lassen sich genau 
so wie in der vorigen Nummer fortsetzen. Wir haben das 
fundamentale Resultat: 

Wenn sich eine durch eine Potenzreihe innerhalb eines 
gewissen Bezirks definirte Function durch andere Potenzreihen 

- fortsetzen ldisst, so ist dies (mit einer spditer ersichtlichen Be- 
schrinkung) nur auf eine eimzige Art moglich. 

4. Es wird iiberfliissig sein zu beschreiben, wie in dieser 
Weise eine durch eine Potenzreihe*) definirte Function nach 
und nach durch Hinzufiigung immer neuer Reihen mit neuen — 
Convergenzgebieten erweitert werden kann, soweit es iiber- 
haupt die Natur der Function gestattet; Figur 11 sucht 
dieses Verfahren zu versinnbildlichen. Mitunter wird sich die 


i -- Erweiterung auf ein rings begrenztes Gebiet erstrecken; in 
dR : anderen Fillen wird sie die gesammte Ebene der complexen 
b*. Zahlen umfassen, eventuell einzelne Punkte ausgenommen, 


die wir als singuldre bezeichnen wollen. Als ein ie 


erwies sich z. B. bei den Reihenentwicklungen fiir =e see 


der Unendlichkeitspunkt —1, der niemals in das Innere 
der Convergenzkreise zu liegen kam. Solche isolirte singu- 
lére Punkte stéren tibrigens die Erweiterung selbst nicht im — 
Geringsten, da man sie umgehen kann (vgl. in Figur 11 die _ 
Punkte a und b). Dagegen wird die weitere Fortsetzung — 
-unmdéglich, wenn geschlossene Linien vorhanden sind, iiber die 
hinaus sich keine Convergenzbezirke erstrecken. ‘Sind anata 
lare Punkte vorhanden, so braucht man, wenn man die E 


: *) immer yon einer Potenzreihe « 


=—— = Te ow 


Dass wir wir bisher | 


cidade 3 


aK. 
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weiterung um einen solchen herum bis zur Ausgangsstelle 
fortfiihrt, nicht nothwendiger Weise zu der urspriinglichen 
Potenzentwicklung zuriickzugelangen; vielmehr kann es yor- 
kommen, dass die fortgesetzte Function die Ebene oder einen 
Theil derselben mehrfach tiberdeckt, sodass sie nur auf einer 
Riemanm’schen Viiche eindeutig ist. So lasst sich zB. y= Vx 
tiberall in Potenzreihen entwickeln, ausser in «=O und 
#=—=oo. Geht man yon der Entwicklung des einen Zweiges 


——- 


Fig. 11, 


der zy Pildesiigen Function aus und setzt dieselbe um den 
Nul. punkt herum bis zur Ausgangsstelle fort, so gelangt man 
mur Entwicklung des anderen Lwciges. — Wir wollen nun 
Function, welche sich durch einen solchen ieee yon | 
reihen hoon gewiseen earns 3 
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ausser in einzelnen singuliren Punkten, diesen Charakter 
besitzen. 
Es bleibt nun noch die wichtige Frage zu erledigen, 
wie weit sich der Convergenzbezirk einer Potenzreihe, die 
bei der Darstellung einer analytischen Function verwandt 
wird, erstreckt. Dass er nicht tiber einen singuliéren Punkt 
hinausreichen kann, ist nach der Definition des letzteren 
selbstverstindlich; allem wir werden auch nachweisen kénnen, 
dass er sich wirklich bis zu einem solchen (resp. bis ins 
Unendliche) erstrecken muss, d. h. dass es nicht méglich ist, 
die Function tiber den Rand des Convergenzbezirks hinaus 
an allen Stellen desselben fortzusetzen. Um diese Unter-. 
suchung erledigen zu kénnen, schieben wir eine Hiilfsbetrach- 
tung ein. 
5. Ist 
f(@) = M% + A, % + A,%? + a2" + - 
eine Reihe, deren Convergenzkreis den Radius R_ besitzt, 
wihrend r< Ff ist, und bezeichnen a,, a, 03,-++, Gm = 1 
, die nten Hinheitswurzeln, so ist nach dem Satze tiber die 
ied Potenzsummen der Hinheitswurzeln (die negativen lassen sich 
durch positive ersetzen) von § 14, 5 fir w<n std 


i aoe 
n pe tt oH 
ay, ; 
Gh a. ae ot Set, am rien OR Aw a AutAav Of 
k 


+ Oy-+2 ro, 
a 3 Auta EF Qutant =P, 
Lisst man # ins Unendliche wachsen, so riicken alle Glieder — 
dieser Reihe ausser a, ins Unendliche, sind also wegen der 
absoluten Convergenz von ‘F iu ere wdend Klein. Ks ist dann 


ae: Ty) 
ape nen oi 


- 
¢ 


aM 


meh 
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resp. @ Theilpunkte eines Kreises annimmt, der mit dem 
Radius 7 um den Nullpunkt beschrieben ist. Die Grosse des 
Radius r ist fiir das Resultat bei @ = oo gleichgiiltig, wenn 
nur 7 < ff ist. 


6. Nehmen wir nun an, die Reihe f(x”) lasse sich iiber 
ihren Convergenzkreis hinaus in sétimmtlichen Punkten des 
letzteren erweitern, d. h. wir kénnen in simmtlichen 
Punkten eines Kreises mit 
dem Radius vr, der jetzt 
_ beliebig wenig kleiner wie 
R sein mige, Reihenent- 
wicklungen vornehmen, 
die tiber den Convergenz- 
kreis um eine endliche, 
wenn auch kleine Strecke, 
also alle etwa mindestens 
um eine Strecke hinaus- 
greifen, die grosser wie 
é ist, so wollen wir jenen 
Mittelwerth fiir den Kreis 
mit dem Radius R + 0, ee 
fiir den wir auch r + ¢ 
setzen kénnen (e — R —r-+ 0), untersuchen. Bezeichnen 
wir mit ra, und (r + «)a, zwei entsprechende Punkte auf 
den Kreisen mit den Radien + und r+, so ist nach 


§ 21, 3 


f (rv 0,.) 8a f' (ree,) 8? 0,2 
AUG + eos) = fiero) + EUS 2 4 Fone 
Beachten wir, dass die Gréssen f(x) in dem in Betracht 
kommenden Raume absolut convergente Potenzreihen sind, 
so folgt nach (1.) und dem Zusatze zu dieser Formel, sowie 
unter Beriicksichtigung der Bildung der Coefficienten /® (a)*): 


*) Das Glied mit «“— in ¢™(@) geht durch & fache Differentiation 
aus a, x" heryor und lautet daher 


+ e(#— 1)(@ — 2)--- (=k +1) aa 
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ee 
Man sieht also, dass auch fiir die allseitig erweiterte Function 
{(#) dieselbe Mittelwerthrelation wie fiir den durch die ur- 
spriingliche Potenzreihe dargestellten Theil gilt. Diese Hr- 
weiterung kann so weit fortgesetzt werden, bis der Kreis, auf 
dem die zu summirenden Punkte liegen, an einen singuliren 
Punkt heranreicht. 


7. Nach § 2, 4 kann der absolute Betrag von 
ZS > Tre) = Ou ye 5} 
Oo a wt 


nicht grésser sein wie der héchste absolute Betrag M,, 
den 2) erreicht; J, ist aber eine endliche Grosse, so lange 
ad 3 
simmtliche in Betracht kommenden Gréssen f(ra*) durch 
unbedingt convergente Potenzreihen dargestellt sind, d.h. im ~ 
Innern eines um den Nullpunkt beschriebenen Kreises, der 
keinen singuliren Punkt in sich schliesst, aber bis an einen 
solechen heranreichen kann, Ist nun M der groésste der 


Werthe ,, M,, UM, u.s.w., so haben wir fiir |ja] =e <r 


*) Wir denken uns jetzt unter 7 den Radius eines um den Null- 
punkt beschriebenen Kreises in dem erweiterten Bereiche. 
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[@| + |a,x| + |a,x?| oh |a, >| 4... 
== |a,| ++ la,|o + |a,|o? + Jas|o®? +... 
= |a,| + Aa + |a,|r?. = stags 


<Mli¢ 248404.) 


d. h. die Reihe der absoluten Betrige der Glieder von f (2); 
also auch f(x} selbst, convergirt fiir jedes z, dessen absoluter 
Betrag unter r liegt. Wir finden also das Resultat: 

Ist eine unendliche Reihe {(% — a) ein Bestandtheil einer 
analytischen Function, so erstreckt sich ihr Convergenzkreis bis 
au dem a niichstgelegenen singuliiren Punkte. 

Es ist demnach nicht méglich, die durch f(a — a) dar- 
gestellte Function an allen Stellen des Convergenzkreises von 
{(@ — a) zu erweitern. 


§ 23. 


Eigenschaften der analytischen Functionen; in den kleinsten 
Theilen ahnliche (conforme) Abbildung. 


1. Bevor wir dazu tibergehen siimmtliche algebraische 
Functionen in Potenzreihen zu entwickeln und so zu zeigen, 
dass dieselben, einzelne singuliire Punkte ausgenommen, ana- 
lytische Functionen sind, wollen wir auf einige Eigenschaften 
der letzteren eingehen. 

Lehrsatz: Wenn eine analytische Function auf’ einer noch 
so kleinen, doch endlichen Linie einen constanten Werth a 
besitzt, so ist sie in ihrem ganzen Umfange constant. 

Beweis: Fixiren wir auf jener Linie einen Punkt und 
betrachten wir die Potenzentwicklung der analytischen Function 
in demselben, so folgt aus § 21, 4, Anmerkung, dass diese 
in ihrem ganzen Umfange a gleich ist; denn die Reihe stimmt 
auf einer durch ihren Ausgangspunkt gehenden Linie mit a 


> tiberein, ist also mit diesem iiberhaupt identisch. Setzt man 


> 


_ nun die Function durch andere Potenzreihen fort, so haben 
_ ese nach demselben Satze immer wieder den Werth a. 


: _ Rausenberger, periodische Functionen. 
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Zusatz: Stummen zwei analytische Functionen auf emer 
endlichen zusammenhdngenden Linie iiberein, so sind sie identisch. 

Beweis: Ihre Differenz, die auch eine analytische Function 
ist, hat auf dieser Linie, also nach dem Vorhergehenden 
iiberall den constanten Werth Null. 

2. Jede analytische Function ist in ihrem gesammten 
Bereiche, die fusserste Grenze ausgenommen, endlich und 
stetig; denn die Reihen, die sie definiren, werden in ihrem 
Convergenzbezirke nirgends unendlich und sind nach § 21, 2 
iiberall in demselben differentiirbar. Ausserdem pflanzt sich 
die analytische Function iiberall eindeutig fort. Hieraus folst, 
dass alle Functionen, die diesen Bedingungen nicht durch- 
gehends entsprechen, nicht iiberall den Charakter einer ganzen 
Fanction tragen kénnen; nicht nur eigentliche Unstetigkeits- 
punkte, sondern auch Verzweigungspunkte sind als singulire 
Punkte anzusehen. 

3. Wir wollen zunichst an die Differentiirbarkeit der 
analytischen Functionen einige Betrachtungen kntipfen, wobei 
wir es unerledigt lassen, ob sich jede innerhalb gewisser 
Grenzen differentiirbare Function auch in diesem Gebiete als 
analytische Function darstellen lisst. Lautet die betreffende 


Function wieder y =f (a), so ist 2 = /f'(«) nur von der 
Variabeln xz, nicht aber von der Wahl der Grosse da ab- 
hangig. Um dieser wichtigen Higenschaft einen deutlicheren 
Ausdruck zu geben, setzen wir 
y=u+ oi, v= §+ nt 

und haben nach der Differentiationsregel fiir Functionen 
zweier Variabeln (vgl. § 17, 6), indem wir w und »v als 
Functionen von § und 7 ansehen, 

Ou Ou Ov Ov : 
dy _ dwt 09 _ dutidn det an th oe E Tig 
da d&+nt)  d&+tdn dé + tidy 
Soll dieser Ausdruck von der besonderen Wahl von dé und 


dy nicht abhiingen, so mtissen sich diese beiden Gréssen her- 
ausheben, was offenbar nur der Fall ist, wenn 


dw |. 00! foul, Oo) 2 Oe ee 
setign = i(Ge+ ig) ie — oe” 
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oder, nach Trennung von Reellem und Imaginiirem, 
Ou Ov oT) Ou 
(1) OR ineoene en Ae 
ist. Differentiiren wir diese beiden Gleichungen nochmals nach 
— und y, so erhalten wir 


amy ils 0?v Oy Ou 

aude OG nde — BE 
ru O72 0.0 & O2p Ou 
On 4 20bOn?. Ont. Jeon 


und durch Subtraction je zweier unter einander stehenden 
Gleichungen, wenn wir beriicksichtigen, dass 

Ou. Ou hg ee 

0&0n OndE’ O80n Odndé 


oY o 0? 0? 0? 

u U v v 
(2.) 9B 7,2 9, ae 1 92 = 0: 
Der reelle wie der imaginiire Theil einer analytischen Func- 
tion geniigen also beide derselben partiellen Differentialgleichung. 
Von dieser Relation werden wichtige Anwendungen gemacht, 
namentlich auch in der theoretischen Physik (vgl. z. B. Kirch- 
hoff, Vorlesungen iiber Mathematische oe Mechanik, 
S. 273 ff.). 

3. Von besonderer Wichtigkeit, namentlich auch fiir die 
Theorie der héheren periodischen Functionen, sind die geo- 
metrischen Beziehungen, die aus dem aufgestellten Grundgesetze 
folgen. Denken wir uns wieder zwei Ebenen, die der Va- 
riabeln x und die der Function y. Jedem Punkte der 2-Ebene 
enisprechen in Folge der Functionalbeziehung y = f(x) ein 


*) Es ist nimlich, wenn (a, y) irgend eine differentiirbare Func- 
tion zweier Variabeln bezeichnet, 


Oy (a, Y) cat g(e + dx, y}— p(x, y) : 


: Ou da 
also 
(a+ day + dy) — 9 (a, y+ dy) see Satie 9 («,y) 
d erga, opty) _ dx dx 
;  Oxby dy 
—— o(a-+dx,y-+dy)—9 (wt+da,y) (a y+dy)—9 (a,y) 
Se dy dy _ Py (a,y) 
— dz ; Oyou 
7* 
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oder mehrere Punkte der y-Ebene. Man kann daher sagen, 
dass die Punkte der x-Ebene durch die Function y = f(a) 
einfach oder mehrfach auf der y-Ebene abgebildet werden. 
Hine zusammenhingende Curve in der a-Ebene wird durch 
die analytische Function y = f(a) — wir nehmen an, dass 
die Curve durch keinen singuliiren Punkt geht — wieder als 
eine oder mehrere Curven abgebildet. Denken wir uns nun 
von einem fixirten Punkte x der a-Ebene nach verschiedenen 
Richtungen hin unendlich kleine Gerade auslaufend (s. Fig. 13), 


Fig. 13. 


deren andere Endpunkte # + dx, x-+dx,,... sein mégen, 
so entsprechen diesen in der y-Ebene unendlich kleine Curven, 
die wir wegen ihrer Kleinheit als Gerade ansehen kénnen, 


die yon y nach y + dy,, y + dy, u.s. w. gehen. Nach 


Obigem ist nun 


getzen wir , 
die = drz(Cos Pu + tsin H.), 
dyn = Aea(Cos Wa + isin Pa), 


und beachten zuniichst nur die absoluten ea 80 ergiebt ‘ 


sich hieraus 


-(3) ite eee 


dr, ar, 


d. h. die entsprechenden unendlich kleinen, ‘on € 
den Punkten ausgehenden Linien gohan in| 
Proportion ‘ Ferner plas es 


= 2 ee 
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oder 
cos gm, + isin g, cos w, + isin y, bids oe 
ic hae Se ee ot Ue Se . 
cos pm, + ¢sin gy, cos wy, + isin wp, 3 


oder 
cos (YP, — Pz) + 48In (p, — 2) 
= cos (WY, — y,) + 7sin (Y, — y) U.S. W., 
also (von irrelevanten Vielfachen von 22 abgesehen) 


(5.) Pi — 2 = % — be, 

d. h. je zwei entsprechende Paare der unendlich kleinen Linien 
bilden gleiche Winkel mit einander. Die beiden unendlich 
kleinen Dreiecke mit den Eckpunkten x, x + dw,, «+ dz, 
und y, y + dy,, y + dy, sind daher einander dhnlich. Hier- 
aus ziehen wir den Schluss: 

Durch eine analytische Function wird die «-Ebene (even- 
tuell nur ein Theil derselben) auf der y-Ebene in den kleinsten 
Theilen ahnlich (oder, wie man zu sagen pflegt, conform) ab- 
gebildet, d. h. alle wnendlich kleinen Linien, die von entsprechen- 
den Punkten ausgehen, stehen in beiden Ebenen in gleichem 
Verhdiltniss, und die Winkel, unter denen sich zwei entsprechende 
Inmenpaare schneiden, sind gleich; einem wnendlich kleinen 
Dreieck der einen Ebene entspricht ein dhnliches in der andern 
Ebene. 

In den singuliren Punkten kann eme Unterbrechung der 
Conformitiit statthaben. 

4. Im Punkte z = oo ist es nicht méglich, eine Function 
in eine gewOhnliche Potenzreihe zu verwandeln, wenn erstere 


auch (wie rele — 4 in diesem Punkte einen endlichen 


Werth hat. Mit Herrn Weierstrass sagen wir, eine Function 
habe im Punkte # == oo den Charakter emer ganzen Func- 


é z : : 1 : 
tion, wenn sie sich hier nach Potenzen von — entwickeln 


lisst. Freilich hat diese Anschauungsweise das Missliche, 
dass sich diese Reihe mit den nach x — a fortschreitenden 
fiir andere Punkte von f(x) nicht in der Weise zu einem 
Ganzen vereinigt, wie dies mit den letzteren unter einander 


~ der Fall ist. 
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§ 24. 
Die singularen Punkte. 


1. Wihrend bei der Bildung einer Function im All 
gemeinen die grésste Willkiirlichkeit walten kann, ist dies 
bei den analytischen Functionen, die fiir unsere ferneren Unter- 
suchungen allein in Betracht kommen, keineswegs der Fall; 
die Werthe der Function in verschiedenen Punkten erscheinen 
durch gewisse Beziehungen unter einander verkniipft. In 
§ 23, 1 sahen wir ja bereits, dass eine analytische Function 
vollstiindig bestimmt ist, wenn wir ihre Werthe auf einer 
noch so kleinen, doch zusammenhingenden Linie kennen. 
Ist beispielsweise eine analytische Function fiir alle reellen 
x (und nicht einmal diese Functionalwerthe konnen willkiirlich 
festgesetzt werden) bestimmt, so ist hiermit auch die Func- 
tion fiir beliebige complexe x definirt. Die Gesammtheit der 
Functionalwerthe erscheint uns als ein netzartiges Gefiige, 
dessen einzelne Maschen ihre Gestalt gegenseitig bedingen. 
Dieses Gefiige ist nun niemals (dies werden wir allerdings 
erst spiiter erkennen) derart, dass es sich tiber die ganze 
y-Ebene ausbreitete, ohne dass irgendwo eine Unregelmiissig- 
keit in der Anordnung ndthig wiirde; die Bildung der ana- 
lytischen Funetionen selbst bedingt es, dass.an einzelnen 
Stellen die Entwickelbarkeit nach Potenzen und damit auch 
die Stetigkeit aufhért; es sind dies eben die singuliren Punkte. 
-Freilich kénnen auch bei einer Function Unstetigkeiten auf- 
treten, die nicht sowohl durch ihren analytischen Charakter, 
als vielmehr durch die speciell gewihlte Form bedingt sind; 


“ae bereits friiher haben wir solche mit dem Namen hebbare Un- 
$s stetigkeiten belegt (§ 16, 4); dieselben kénnen wir in der 
E Folge unberiicksichtigt lassen. 


2. Unter den nichthebbaren Singularitiiten nehmen die 
Verzweigungspunkte eine besondere Stellung ein; das Verhalten 
einer analytischen Function in deren Umgebung wollen wir 
hier nicht weiter untersuchen. 

3. Wird eine Function in einem Punkte unendlich oder | 
unbestimmt, so gehoért derselbe natiirlich zu den singuliiren 
Punkten; indessen sind hier zwei Fille zu unterscheiden. 
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Es kann sein, dass (vgl. § 12, 2), wenn f(z,) = oo wird, doch 
[(« — a) f(@) |, worin & eine rationale Zahl bezeichnet, 
einen endlichen, von Null verschiedenen Werth besitzt und 
dass sich ( — a,)*f(a) im Punkte x=, in eine Potenz- 


reihe entwickeln lasst (tur x“ = coo ist Entsprechendes von 
f(@) 
a 
ausserwesentliche. Andernfalls ist der Unstetigkeitspunkt ein 
wesentlicher. Bei den algebraischen Functionen kommen wesent- 
liche Unstetigkeiten iiberhaupt nicht vor, dagegen werden wir 
solche spiiter kennen lernen. Man kann annehmen, dass in einem 
ausserwesentlichen te Ce punkte eine Function f(x”) einen 


bestimmten Werth besitzt, da si den bestimmten Werth Null 


hat; in wesentlichen Unstetigkeitspunkten kann die Function 


zu verlangen ); alsdann nennen wir die Unstetigkeit eine 


schlechthin unbestimmt werden, derart dass _. nicht Null, 


f(@) 
sondern ebenfalls unbestimmt ist. Zu den wesentlichen Un- 
stetigkeiten wollen wir ausserdem simmtliche Singularitiiten 
rechnen, die noch nicht erwihnt wurden, so z B. den Fall, 
dass eine Function auf unendlich kleimem Raume einen end- 
lichen Sprung macht, dass sie an eimer Stelle keinen be- 
stimmten (eindeutigen oder. mehrdeutigen) Differentialquotienten 
besitzt u. s. w. 

4, Lehrsatz: Nimmt eine Function auf einem endlichen, 
begrenzten Rawme unendlich oft denselben Werth an, ohne con- 
stant zu sein, so besitzt sie in diesem Raume mindestens einen 
wesentlichen’ Unstetigheitspunkt. 

Beweis: Denken wir uns den betreffenden Raum durch 
Linien in eine beliebig grosse, doch endliche Zahl von Par- 
cellen zerlegt, von denen keine Dimensionen besitzt, die eine 
_ gewisse, beliebig klein zu wihlende Grosse iibersteigen, und 

_wihlen wir, was offenbar immer moglich ist, die Grenzlinien 
_ hierbei so, dass unendlich viele der fraglichen Punkte nicht 
auf dieselben zu liegen kommen, so werden mindestens in 
einer der Parcellen wnendlich viele Punkte vorhanden sein 
die den gleichen Functionalwerth liefern; denn andern- 
die Zahl] dieser Punkte im Ganzen lied eine end- 
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-liche. Da man die Parcellirung soweit treiben kann, wie 


man will, so muss sich schliesslich in jenem Raume minde- 
stens ein Punkt @ finden, in dessen unmittelbarer Umgebung 
sich unendlich viele jener Punkte zusammendringen. Wenn 
nun die Function f(x), was ausgeschlossen wurde, hier nicht 


zusammenhiingend constant ist, so schwankt sie auf emem 


beliebig kleinen Raume hin und her. Die Grésse oe kann 


sich dann in diesem Punkte keinem bestimmten Grenzwerthe 
nihern, und es ist daher hier weder fiir f(#) noch fiir 
{(“)(# — a)* eine Potenzentwicklung méglich, da ja eine 
solche wie ihr Product mit (« — a)* im Punkte a@ differentiir- 
bar sein miisste. a ist also ein wesentlicher Unstetigkeitspunkt. 


5. Hs kann vorkommen, dass sich unendlich viele Un- 
stetigkeitspunkte (die wir dann als wesentliche ansehen miissen) 
mu eimer zusammenhingenden Unstetighkeitslinie an einander 
reihen. Hine solche Unstetigkeitslinie kann ins Besondere 
eine geschlossene oder beiderseits ins Unendliche laufende 
Curve sein und die Kbene der complexen Zahlen in mehrere 
getrennte Theile, d. h. so zerlegen, dass man aus keinem 
Theile in den andern gelangen kann, ohne die Unstetigkeits- 
linie zu tiberschreiten; eine beiderseits ins Unendliche laufende 
Linie miissen wir uns hierbei im Unendlichkeitspunkte ge- 
schlossen denken. Hierzu ist noch weiter zu bemerken, dass 
nur bei eindeutigen Functionen, also wenn die Riemann’sche 
Fliche eine einfache Ebene ist, durch eine im gewoéhnlichen 
Sinne geschlossene Curve eine Zerstiickelung des ganzen Be- . 
reiches fiir # hervorgerufen wird; ist dagegen die Function 
eine mehrdeutige, ist also die Riemann’sche Fliche eine zu- 
sammengesetzte, so sind zur Zerstiickelung der letzteren im 
Allgemeinen mehrere solche Curven noéthig. Ist nun der Be- 
reich der Variablen x durch Unstetigkeitslinien in solche ge- 
trennte Gebiete zerlegt, so werden die einzelnen Theile der 
Function f(a), die diesen Gebieten entsprechen, in analytischer 
Beziehung verschiedene Functionen repriisentiren; denn es ist 
unmoglich, Potenzentwicklungen herzustellen, die aus dem 
einen Bereiche in den andern hiniibergreifen. In der That ist 
es Herrn Weierstrass gelungen, Ausdriicke zu bilden, welche 


‘und fiir beliebige @ giiltig sei; in jedem andern Falle er- 
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beliebig, viele durchaus getrennte analytische Functionen dar- 

stellen (Monatsberichte der Kgl. Preussischen Akademie der 

Wissenschaften zu Berlin; aus dem Jahre 1880, 8. 719 ff.). 
Beispiel: Die Reihe 


af — a” : 
(“a= De —— ri = n as 5. 


convergirt immer, wenn |x| Z 1 ist. Denn fiir |a| > 1 giebt 
das Cauchy’sche Kriterium 


ib 
oes se | hme — 
a 6: 1 
sede v ay ay ad: 
gett 22 1 pa ° 1 | | | a | 
o+l geet? a 
fiir |x| <1 haben wir aber 
ewer 
w 2 2s 1 2 , 
x ae: Ser mer Aiea 
ft oo 1 bea a | 
gett 


Dagegen werden unendlich viele Glieder von f(x) unendlich, 
sobald x eine Einheitswurzel ist. Wenn man nun bedenkt, 
dass die Kinheitswurzeln einen mit dem Radius 1 um den 
Nullpunkt beschriebenen Kreis in einer Dichtigkeit bedecken, 
die jede Grenze iibersteigt, so ist es klar, dass dieser Kreis 
{(«) eine Unstetigkeitslinie bildet. Fiir 
stellt f(x) also zwei véllig getrennte Functionen dar, deren 
analytischer Charakter ohne Schwierigkeit nachzuweisen ist. 


§ 25. 
Der binomische Satz. 

1. Als einfachstes Beispiel der Entwicklung einer alge- 
braischen Function in eine Potenzreihe behandeln wir den 
sog. binomischen Satz, welcher uns den Ausdruck (1 + a)” in 
eine Potenzreihe verwandeln lehrt; m kann hierbei eine posi- _ 
tive oder negative rationale Zahl sein; irrationale und com- 
plexe » schliessen wir bis auf Weiteres aus, da wir denselben 
erst spiiter einen Sinn unterlegen werden. Ftir ganze, positive 
n wird die Entwicklung bei der nx" Potenz von aw abbrechen 
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halten wir eine unendliche Potenzreihe, deren Convergenz- 
kreis den Radius 1 besitzt, da sich « = — 1 als der einzige 
singuliire Punkt erweisen wird. 

2. Hs ist 


(a + ay) (a sy) --+ (a+ an) = a" +-(0, + tty f+ $ ate) 
+ (Gy hy Wg i++ Hy —1Fn ya" +++ Hy hg +++ Bins 
die Zahl der Summanden, welche der Coefficient von a”—* 
enthilt, ist gleich der Zahl der Combinationen zur k*" Classe, 

die bei » Elementen moglich sind*), d. h. 


n(n — 1) (m — 2)--- (mw — & +1) 
je PRES) } 


Nehmen wir nun 2%, = &% = %, =-+::=& =, 80 folgt 
(1.) (a+ 2) =a"-+ naa + na”? + + My_14a0" 4 + 2", 


*) Um das hier angewandte Resultat herzuleiten, sind nur die 
; allerersten Elemente der sog. Combinationslehre erforderlich, die wir 
{ hier der Vollstiindigkeit wegen zusammenstellen wollen. 
a. Die Zahl der Permutationen von n verschiedenen Elementen 
Gy, M,.-.4,, dh. die Anzahl der Anordnungen, die man diesen 
Gréssen geben kann, ist n(m — 1)(n — 2)...3.2.1=™m! (sprich 
nw Hakultit); denn man kann jedes der m Hlemente an die erste Stelle, 
jedes der (n — 1) iibrigen an die zweite, jedes der (nm — 2) noch tibrig- 
bleibenden an die dritte Stelle setzen u. s. w. — : 
b. Die Zahl der Variationen von nm verschiedenen Elementen zur 
ken Classe, d. h, die Anzahl der Gruppen von je & verschiedenen Ele- 
menten, die man aus jenen » Elementen formiren kann, wobei die_ 
Gruppen, die sich nur durch die Reihenfolge der Hlemente unter- — 
scheiden, als verschieden angesehen werden, betrigt 


n(n — 1)(m — 2)... (mn —k 4+ 1); 


' denn man kann an die erste Stelle , an die zweite (m — 1), schliess- 
lich an die ke (mn — k + 1) verschiedene Elemente setzen, 
c. Die Zahl der Combinationen von n verschiedenen Elementen zur 
keen Classe, d. h. die Anzahl der Gruppen von je k verschiedenen Ele- 
menten, die man aus jenen » Elementen herstellen kann, wobei auf die 
Cay Reihenfolge der Elemente keine Riicksicht genommen wird, betrigt 
2 bie oe 20 De 2) bet sty uw 
a: “3 m hs 2. 3: ; fa 
denn man eat sie aus der Zahl der eat vey indem man Netebern: 2 
= durch di die Zabl der. Permutationen, die bei den k& Elementen einer 
ie: — ae Fe Aare Bok ek: ‘* gs ividirt. i Be 


af 

< 

et 
é 


eae 


oe, 
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worin, wie in der Folge immer geschehen soll, 
_ n(n — 1)(nm — 2)- | gael 
(2.) ee na: Lectin 9 


gesetzt ist; m heisst der ik ct, eee fiir den Ex- 
ponenten n. 
Da (a+ x)" in @ und & symmetrisch ist, so muss 
(3.) Ne = Nn 
sein; ins Besondere ist », =n, = 1. 
Nehmen wir a = 1, so erhalten wir 


4) (l+ a =1+ mx + na +--+ nar + 2, 


3. Um nun auch zu zeigen, dass die Entwicklung 


(+ 2) =1-+ mao+ na? + ---, 
worin die Coefficienten nach Formel (2.) gebildet sind, fiir 
beliebige rationale n gilt, wenn nur die Reihe auf der rechten 
Seite convergirt, wenden wir ein ganz anderes Verfahren an. 
Statt nfmlich den Ausdruck (1 + 2)” zum Ausgangspunkte 
zu wahlen, beschiftigen wir uns zuerst mit der Reihe 


) fv, 2)—14+ 0424 moet. 

und suchen deren Werth zu bestimmen, nachdem wir iiber 

ihre Convergenz ins Klare gekommen sind. Zum letzteren 

Zwecke wenden wir das Cauchy’sche Kriterium an. Ey ist 

z - n(n — 1)--- (n — ov) 

Hy ertt| My oy | = tS. tos) 
an Gs ~— |n(w — 1) --- (mn —@ + 1) 

pe es ee oe 


|e] 


@ 
Nyx 


= al lel=lel; 

die Reihe (5.) convergirt daher, gleichgiiltig welchen (auch 
complexen) Werth x besitzt, fiir |x| <1 unbedingt, wihrend 
sie fiir |x| > 1 sicher divergirt, ausser bei ganzzahligen, posi- 
tiven ; der Fall |x| —1 macht eine eingehendere Unter- 
_suchung néthig, die wir vorliufig nur fiir reelle n durchftihren. 
Bei der letzteren Bedingung ist es Klar, dass die Gréssen m 
bei "aaa grossen k wechselnde Zeichen besitzen, da 


Me =e Ey und n—k<0 ist, falls k>n wird. Wir 


en daher § 20,4 zur Anwendung bringen und finden, 
38 die ete ©) fiir |~| = 1, jedoch a= —1 audgevionimeti, 


recllen n, die der Bedingung ers - 1 geniigen, ie brie =: Ail 


- 7 =e rh ‘ 
Ld + ss 2 
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convergirt oder divergirt, jenachdem die Coefficienten n, gegen 


die Null hin abnehmen oder nicht. Ein Abnehmen dieser 
Coefficienten findet aber fiir k > statt, wenn 


= also k—n<k+1,dhu>—1 
ist; fiir » = — 1 bleiben sie gleich und fiir »<— 1 nehmen 


ihre absoluten Werthe zu, so dass in den beiden letzten 
Fiillen die Reihe divergirt. Dass fiir » > — 1 die Coefficienten 
auch gegen die Null hin abnehmen, ergiebt sich daraus, dass 
nach § 11, 1 das unendliche Product 


Int A = $4! = + BT (1 "4), 


in dem n+ 1>0 ist, ee d. i den Werth Null hat, 


weil die Reihe (# + Dy4 divergirt. — Ist «= — 1, 80 


haben alle Glieder yon einem gewissen k ab gleiche Zeichen, 
und wir kénnen das Kriterium von § 5, 5 anwenden. Hs ist 
nH 


od i )=o(1— ont) ottinn+1; 
die Reihe convergirt daher fiir »>0. Dass fiir n<O die ‘4 
Reihe divergirt, folgt schon daraus, dass fiir,” =O nach — 
Weglassung des ersten Gliedes und nach Division durch n 
sich die divergente harmonische Reihe ergiebt, wihrend fiir 
n> 0 offenbar eine noch stiirkere Divergenz eintritt. — Das 
Gesammtresultat lautet: 
Die ,,Binomialreihe“ (5.) convergirt fiir beliebige complexe 

n unbedingt, wenn |a| <1 ist; fiir |xw|=1, «= — 1 aus- 
genommen, convergirt sie (im Allgemeinen nur bedingt) bei 


| 
| 
| 


Moh 


dagegen nur, wenn n > O ist. = hy 4 
4, N se dieser Voruntersuchung liber die “obs i 
der Binomialreihe “beweisen wir eine wichti ye , Eigens 


oo. dee letateren, die uns sofort die Méglichk 
wiih bestimm n. Nehmen wir |x 
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f(m, 2) : {(%, “)=1l-+aaet aga" 4. A Eves, 
worin 
Ay = My Ne + M,N + MyM + ++ a myam, + MN, 


also 
Appa = MyMep1 + mm +» - + mn, + MeN, 


ist. Bemerken wir, dass 


m+n—k n—k m — 1 n — (k — 1) 
Mie et bapa pT t+ eh 
Sie 2 Mee ge Fis m — k 
Seg pet ri as Se eT 
m+n —k 


ist, und multipliciren wir den Ausdruck fiir a, mit asia 3? 


indem wir bei der Multiplicatian der einzelnen Posten nach 
m ee n—k 


und nach die eben gefundenen Ausdriicke fiir —* ee be- 
nutzen, so erhalten wir 
m+n—k m n—k 
Pg Ee Moe Se bp 0% 
m n—(k—1 
beg tect ee 
m— 2 n — (k — 
4. a mae 1 My N.—2 4. oS Moy Np—2 
a ie 
m —k 


oder unter Beriicksichtigung, dass 


ee 
fn YO ee 
ist: 


m-+n—k ul 
Se Br ae ey 


OES aaa Nl 


or fit M3 %—2 iat My M—1 
Are 

2 
ce 


1 
+ m.41N) + ayy mm, 
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oder, wenn wir die gleichnamigen Gréssen zusammenfassen: 


m+n—k 
= ee Ay == My NMrs4 + M, Nz aa My Mp—1 + oe 


+ MN, - M41) = Ant 


Da nun a, = 1 ist, so haben wir nach dieser Kecursionsformel 


m + n 
OD 
mtn m+n—t 
a, = 1 , 2 ’ - 
© nt En Mm + a DH 2 
Benet ST 2 Z 
U. 8: W., 
d. h. 
(6.) Ae = MyM TH My MA + MyMp—g + +++ 


+ mma + Mom = (m + N)p. 
Ks ist also fiir beliebige m und n 
(7.) f(m, a) - f(n, #) = f(a + 0, @). 
Die Multiplication zweier Binomialreihen liefert eine dritte 


Binomialrethe, die m+ n an Stelle von m oder n enthiilt. 
Hine Folgerung hieraus ist (fiir ganze, positive /) 


(8.) f*(m, %) — (km, «). 
5. Sei nun m eine rational gebrochene, positive Zahl, 


etwa m= — so ist nach (8.) 


fr (m, 2) = fy (", 2) = flu, 
Da wir aber wissen, dass 
f(w, x) = (1 + 2)K 
ist (da ja w eine ganze Zahl ist), so folgt 
fY(m, 2) = (1+ 2), 
also 
ne 
f(m, x) = (1 + #)7 = (1 + 2)”, 
wodureh wir den binomischen Satz fiir positive, gebrochene 
m erwiesen haben. Da ferner nach (7.) 


‘f(— ™m, 2) - (f(m, x) = £0, x) = 1 
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ist, so folgt 


fae eis) 23 ees 
ASS ce rate 


= (14a) 


d. h. derselbe Satz ist auch fiir negative m richtig. 
Wir haben somit fiir beliebige, rationale gebrochene, po- 
sitive oder negative m: 


(9.) (1 + 2)™ = 1+ mx + mya? + mao + -. 
AES - 2 + =~ = 1) Fr Spl et ids ee - — )o84 


Dabei ist jedoch zu bemerken, dass im Falle eines gebrochenen 
m die rechtsstehende Reihe nur einen Werth von (1 + a)” 
repriasentirt, niimlich denjenigen, der fiir 7 —0 in 1 tiber- 
geht, falls man von einem beliebigen « zu z =O auf einem 
Wege gelangt, der ganz innerhalb des Convergenzkreises der 
Reihe liegt, der also den Verzweigungspunkt 2 — — 1 nicht 
umkreist. Die iibrigen Werthe erhilt man aus diesem durch 
Multiplication mit den entsprechenden Einheitswurzeln. — 
Die Gleichung (9.) ist vorliufig nur fiir |x| <1 erwiesen ; 
da indessen nach dem Abel-Dirichlet’schen Satze (§ 21, 5) die 
Reihe auf der rechten Seite von (8.) bei ungeiinderter An- 
ordnung keinen Sprung macht, wenn man zu Randwerthen 
tibergeht, und auch (1 + x)” fiir |x| = 1 stetig bleibt, falls 
nicht = — 1 und gleichzeitig m <0 ist, so wird die Glei- 
chung (9.) auch fiir |x| = 1 richtig bleiben, falls die Reihe 
rechts ihre Convergenz beibehilt und ihre Anordnung nicht 
alterirt wird. 
Beispiele von Binomialentwicklungen: 


- (1+)? =1+4 24+ 2 

(1 + x)? cae eg ih Arg lay er a 
; GQ+2 =1+4 424 62? + 423 4+ x 
UL. 8. W., 


(Q+2)%*=1-— 24 + 4 thee 
(+ 2)* =1— 2a + 30? — 4a? + 5at —... 


eG. ie Wee was kt 
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ge a eee 


2 
1 1-3 1 826 
= (i 2 3 4 
1+ 3a ee 2.47008" te 
a So 1-8 1:8:5 9 | 1-887 | 
(lint) 4 Saat che a “Yo ere ke 


6. Fiir spitere Untersuchungen ist eine fiir die Bino- 
mialcoefficienten geltende Relation, durch die eine Erweite- 
rung der Binomialentwicklung modglich ist, von grossem 
Nutzen. Wir stellen uns die Aufgabe, ftir die Summe 


My ey +m, e — ey +m, @ ip aes --- + mez (e a k). 


einen einfacheren Ausdruck zu finden. Es ist 


Mop e — r) h m(m — 1) (m — 2) +++ (m— 2r + 1) 


12.862. OF 
m m m 

; i. i} NF rT hay, —1)G 2% gin 1) m (m—1) (m—2)---(m—2r-+1) 

1-2-3---(k—r) 1-2-3---r 
ane en -(m—2Kk+2) _ m(m— 2) (m—4).--(m—2k-+2) 

2-4-6---(2k — 2r) 1-3-5---(2r—1) 
dm 1) (n —, 8). lm S20 at De 1 

2-4-6---2r 2-4-6---(2k—2r)’ 


oder, wenn man Zihler und Nenner mit 
(2r + 1) 2r + 38)--- (2k — 8) (2k — 1) 
multiplicirt, 
m m(m — 2) (m — 2 - (m — 2k + 2) 
ear (z ele ‘\ = 1-38.58. 8h ayy 
(m — 1) (m — 8) - eee +i) Gk= ee Per toa 
a Eee -2r - 2+4-6--- (2k — 2r) 


iat 2 gl eee 
= 1-3-5---(2k — 1) 


m—1/m—1 m— i me 

mas (wed | (mat) (Patel) 

3 TROD cee 

Re er eee ee ee eg 
Ve ee eer 


(=e) et) m(m — 2) (m — 4)---(m — 2k + 2) 
rae Oo ae ® Ss. siiese WA6 oO eb = 35 : 


—— we). | a -_ = i _” ae . = _— 
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Da der letzte Factor von » unabhiingig ist, so tritt er in 
allen Gliedern der zu untersuchenden Summe auf, und wir 
erhalten mit Hiilfe von (6.) 


m,(™ ). +m, (2 — Le +m, (2 2). Gar vo tima(™ —k) 


m(m — 2) (m — 4) --+ (m — 2k + 2) l(" — ‘) i= = ‘) 
a a (ak —1i) Cine Ga sy 


Mee at Ce), (A), 


__ m(m — 2) (m — — + (m — 2k + 2) @ fe ee 1), j 


71.8. Gk — 1) 
_ min 2) *(m— 2-4-2) | (m -+- 2 —2) ulus L iat (m—2)m 


T8655. Qk—1) 2-4-6--- (2h) 


oder, wenn wir die Factoren im Ziihler des letzteren Bruches 
umstellen und mit den entsprechenden des ersteren vereinigen: 


BO) (3), SMe ¢ gt Bh hem ¢ 48 2). ma 


m ) __ m2 (m® — 23) (m? — 4%)... (m2 — (2k — 2)*) 
ot mae (z—x) — 1-2-38.--(@h) 


J 
In gleicher Weise finden wir einen einfacheren Ausdruck fiir 


_ 
2 
; 
m—1 m — 3 m— 6 
BES) + CS), tot te : 
“Ms 


- 
m—2k—1 
er eae 


denn es ist ; 
< . m—2r—1 __ m(m — 1) (m — 2) +++ (m — 24) 
Mats ey) Tis Le awe rain ty ae 


=< r—1) seat r—8)---(m—2 kA) m (m—1) (m—8): + -(m—2k-+-1) 


2-4-6---(2kh— 2r) 1-3-5---(2r +1) 

= 9n—9- - (m — 27) 1 ee 
a 2-4.6--- @r) “2-4-6 --- (Qk — @r) 
ces ees _(m — 2) (m — 4)---(m— 27) 
SR ee) ee oA 


ace: 1) (Qk — a See + 8) 
“4-6 --- (Qk — 27) 

; a . “hs ap —-m(m — 1) (m — 8) ++ (m — 2k + 1) 

kor 1-8-5---@k >a 

') periodische Functionen, ot 


ey | = bs i Mi 
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also 
m — m— 3 — 5 
(11.) m, ("5 a +m, (®—* ee ey es jes 


m—2k—1 m(m— 1) (m—38)---(m—2k-+-1)| /m—2\ /2k-+1 
$ rine (™—2 = 1-3.5---(@k+1) ( 2 ),( 2 ), 


lara erm crs || 


__ m(m — 1)(m — 8) «++ (m — 2k +1) (ea = *) 
re 1-3-5---(2h-+ 1) : 2 k 


Em (m — 1)(m — 8) ++ (m — 2k + 1) _ (m+ 1) (m+ 38)-+- (m+ 2k—1) 
rs 1-3-5 --- (2k + 1) 2-4-6--- (2k) 
_-_ m(m? — 1) (m? — 8°) --+ (m? — (2k — 1)?) ) 
ae 1-2-3---(k+1) 
Y oS “%. Wir benutzen die letzten Relationen, um Reihen- 
entwicklungen fiir die Ausdriicke ; 
q (Vite +o)" 4 (Vite 2" 
herzustellen. Die Entwicklung nach dem binomischen Satze 
giebt zunachst, wenn wir die sich weghebenden Glieder gleich 
weglassen: 


WFR) VTE) mato [( te) 
B 4- ge aia 
fim ge + [2 [A to) F + me pate 4 


a) ee 


tml +a? t-|, 
und bei weiterer Anwendung desselben Satzes auf die eln-— 
zelnen Glieder 


(12) (Vi + @ + a)” + er, es. 

mals )e+@)e+= 
ead (2-1) a + (z= 

yee 2) #+Go 
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2 [1+ (m (2), +m (8 —1))2 
(mG) tm (FH) bm (er ] 


=2/1 += am see te pesos ee 8) a. 


1-2-3-4-5-6 


Ganz ebenso finden wir 


(13.) (V1 + a + a)" — (Vi + a? — ao)” 
=a +099[(1+ -o5)"-(1- ace 


= 2(1 + 2°) | m, = gt ms es +m; aa gt] 
nee *) (1-2)? pens 


—2[ malt 2) s+ mol aye 
+ mgc%(1+ aye +...| 
2 ma + (m ("F2) +m (Z4) a 
Pt (Qe tm (CF) tm (eet | 
Be a op mer eS 9 5). 


1-2-3-4-5 


; Beide Reihenentwicklungen sind jedenfalls fiir |z| <1 giiltig; 
es versteht sich von selbst, dass das Zeichen yon V1 + 2° 
hierbei immer als so Somrehlt vorausgesetzt wurde, dass die 
4 Wurzel in der Umgebung von x =O mit der erat 
_ entwicklung identisch wird. 
8. Zum Schlusse mége noch bemerkt werden, dass durch 
den binomischen Satz die Reihenentwicklung fir y <= x", 
n beliebig reell und rational, in jedem Punkte mit eteahiie 
von = 0 und x = oo gegeben ist; denn es ist 


G4) y =a =[e a) +a] — efi eee 
ae [1 thy te ame, + ng aa P| 


‘Li 2 


=a" oy n, a” (x—a) + n, a" (a—a)? +n, a" (w—a)? + 
‘ 8* 
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eine Reihe, die fiir |j~ — a| <|a| jedenfalls convergirt. Die 
gebrochene Potenz x” ist also tiberall ausser in den Punkten 
“2==0 und x =o eime analytische Function. 


§ 26. 
Weiteres tiber analytische Functionen. 


1. Das Product zweier nach derselben Variabeln fort- 
schreitenden Potenzreihen, die innerhalb eines gewissen Be- 
zirks gemeinsam convergiren, ist wieder eine ebensolche 
Potenzreihe, die in demselben Bezirk convergirt. Dies ver- 
steht sich nach § 9 von selbst. 

2. Auch der Quotient zweier Potenzreihen: 

a, a, © ++ A, ©? + --- 

f@) of. By zs b, ssi ie e 
ist durch eine innerhalb eines endlichen Convergenzkreises 
convergirende, nach Potenzen von « fortschreitende Reihe 
darstellbar, falls 6, von Null verschieden ist. Denn wir haben 


f@=-- % + 4,2 + a,27 + --- : 


Da der Nenner fiir x =O gleich 1 wird und in der Umge- 
bung dieses Punktes stetig ist, so wird durch hinlanglich 
kleine a 


M2 a2 the 


gemacht werden kénnen; es folgt 


FO) = w+ 0+ ya ++) 


[a= (Fix + Bat + 1) t(bat Bat...) ah 


ein Ausdruck, der durch Ausmultipliciren und Umordnen der 
Glieder (was nach § 10 méglich ist) in eine Potenzreihe tiber-_ 
geht, die in der Umgebung von « = 0 convergirt. 
3. Hiermit ist ins Besondere nachgewiesen, dass jede 
rationale Function in der Umgebung jedes im Endlichen 
gelegenen Punktes a, der kein Unstetigkeitspunkt ist, in eine 
Potenzreihe verwandelt werden kann; denn wir kénnen die 
Function durch Transformation in die Hens ; 


Weiteres iiber analytische Functionen. abs wr 


ay ++ a, (@ — a) + a,’ (@ — a)? + - “4, (@ — a)" 

f(x) ope 2 ™ 

by’ + b,' (a — a) + By (@ — a)? +--- + b,/(@ — a) 
setzen und nach der vorigen Nummer verfahren, ausser wenn 
by =0 ist, d. h. wenn die Function fiir «=a unendlich 
wird. Der Convergenzkreis der Reihe erstreckt sich bis zu 
dem a@ niichstgelegenen Unstetigkeitspunkte (§ 22, 7). Ist 
b, =0 und etwa auch noch b, = 0b, =---=—b; =0, so 


kénnen wir von f(#) den Factor ae absondern und dann 
= Hae J 


wie vorher verfahren; multipliciren wir hierauf wieder aus, 
so erhalten wir eine Reihe: 


A_ Ani tse 
yt. ast 


stata 
die, den Punkt a ausgenommen, innerhalb eines um v7 =a 
beschriebenen Kreises convergirt, der wieder bis zum niichsten 
Unstetigkeitspunkte reicht. — Um auch fir die Umgebung 
von “= oo eine Potenzentwicklung fiir f(#) zu erhalten, 
schreiben wir 


1(@ — a) 


a 


as “> 
a, +$— 4+ SF 4+. to 2 
x ao” 


f(x) = rm. 


if 
1 2 bo 
b. Om ue +++ — 
5 x 


A 1 : 
und entwickeln nach Potenzen von —; die sich ergebende 


Reihe enthalt ausser den negativen eventuell (wenn » > m 
ist) auch einige positive Potenzen von 2. 


4, Auch p(x) = (a, + a,2 + a,x? +---)”,  reell und 
rational, lasst sich in der Umgebung von x =O in eine 
Potenzreihe entwickeln, wenn nicht a, = 0 ist; denn wir haben 


o@)—alit (Bete +--)[ 
ig [1 tn (S04 2a + .) 
a a+ oa +.. ye-;| 


U. Ss. W. 
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Hieraus schliessen wir sofort weiter, dass sich /*(#), worin 
f(a) eine rationale Function ist, in der Umgebung jedes 
Punktes, fiir den f(x) nicht Null oder unendlich wird, 
in eine Potenzreihe entwickeln lisst, deren Convergenzkreis 
mindestens bis zu dem nichsten der genannten Punkte reicht. 
In der Umgebung der ‘Ausnahmepunkte ist ebenfalls eine 
Potenzentwicklung moéglich, nachdem man den Factor, der 
das Null- oder Unendlichwerden verursacht, herausgenommen 
hat*). Die Behandlung von f(x) fiir die Umgebung von 
x = oo ist der in 3. gegebenen analog. 

5. Ist f(~) =a + a7 + a,x? +--+ eine Potenzreihe, 
die fiir |x| <r convergirt, y= qg(«)=6b,+),2-+b,a7+--- 
eine zweite, deren absoluter Werth fiir: |%| < @ unterhalb r 
liegt, so stellt auch 


F(Y) = % + (0) + 0,2 + b,0° + ---) 
+ a (bo + 0,2 + ba? + ---)? +: 
eine fiir |w| <@ convergente Potenzreihe dar, wie aus § 10 
unmittelbar ersichtlich ist. 


§ 27. 
Die Umkehrung der Potenzreihen. 
1. Sei 
(1.) y¥ =f(@) =a +42 + a0" + --- 


eine Potenzreihe, die mindestens fiir |#|<1 convergirt 
(andere Fille kénnen wir durch eine Substitution 2 = ax 
unmittelbar auf diesen zurtickfiihren), und a, von Null ver- 
schieden. Dann setzen wir 


oe — 2, Sob, k= 2,3, 4,-- 
und haben unter der gleichen Convergenzbedingung 
(2.) 2=2—b a — bx — db, at —---, 
Ks handelt sich nun darum, zu beweisen, dass sich einer der 
(im Allgemeinen unendlich zahlreichen) Werthe von 2, die 
za demselben y gehéren, in der Umgebung von 2 = (0 in — 


*) Multiplicirt man nach Vornahme der Potenzentwicklung wieder 
aus, so erhailt man eventuell eine Reihe mit gebrochenen Potenzen von a. 
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. . —— iF . 
eine convergente Potenzreihe nach z= %—“ entwickeln 


1 

lasst, d.h. dass in dieser Umgebung mindestens ein Zweig der sog. 
»Umkehrung* der Reihe (2.) oder (1.) eine analytische Function 
von #2 oder y ist. Zu diesem Zwecke setzen wir vorliufig 
(was indessen nicht immer die einzige zuliissige Annahme ist!) 
(3.) e=2+o2+e622+.-. 
in (2.) ein und erhalten 
(4) ee tae tact: beta taqet.—-, 
und es fragt sich, ob man die Coefficienten ¢ dieser Glei- 
chung entsprechend durch die 0 ausdriicken kann, sodass 
(3.) gleichzeitig eine in der Umgebung von z= 0 conver- 
gente Reihe wird. Multipliciren wir in (4.) aus, so folgt 
durch Coefficientenvergleichung 

¢, —b, = 0, 

C; — 2b,¢, — b, = 0, 

c, — by (c,? + 2¢,) — 3b,¢, — b, = 0 

U. S. W., 

also 


C, = be, 

C, = 2byc, + bg, 

Cy = Ba (Cy 4+ 205) + 3d, cy + Oy 

U.8. We, 
woraus auch ohne weitere Fortsetzung der Rechnung ersicht- 
lich ist, dass sich der Reihe nach alle ¢, als ganze Functionen 
von b,, b;,---6, darstellen lassen, so dass 
Cn = Pi (be, Bs, -*° bn) 

ist. Weiter geht aus der Form der Bedingungsgleichungen 


_ hervor, dass in diesen ganzen Functionen simmtliche Glieder 


Y 


das positive Zeichen haben, d. h. natiirlich nur insofern, als 
man die & als unbestimmte Gréssen nimmt. Es ist nun zu 
untersuchen, ob die so gebildete Reihe (3.) in der Umgebung 
von =O convergirt. Ersetzen wir in den ¢ die b, durch 
die entsprechenden absoluten Betrige |b;|, so wird wegen 
der durchgehends positiven Zeichen in den Ausdriicken fiir 


die ¢ der absolute Werth der letzteren zum Mindesten nicht 
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verringert; das Gleiche ist der Fall, wenn wir an Stelle 
aller dieser absoluten Betrige den grdssten derselben M setzen; 
letzterer muss in Folge der Convergenzbedingung fiir (1.) 
und (2.) endlich sein. 

Wir schliessen hieraus, dass die Reihe (3.) sicher in der 
Umgebung von z= 0 convergirt, wenn dies mit der Reihe 


0.) a=2+OQ2+¢6,24 
der Fall ist; die aus (8.) dadurch hervorgeht, dass man darin 


b,, bs, b4, +++ simmtlich durch M ersetzt. (5.) ist aber nach 
dem Vorigen die Umkehrung von 


(6) #—2— Ma*— Mo? — Met —...— a — fe 
d. h. die Entwicklung fiir emen der beiden Werthe von 
e+i1+ Ve +1 — 41 + De 
(7) ao 2 £1) 
—_ @+1+V1—2@M4+ 124 2 
= 2(M + 1) : 


Dass sich aber (7.) in der Umgebung von gO in eine 
convergente Potenzreihe entwickeln lisst, geht aus § 26, 4 
unmittelbar hervor, und zwar ist ersichtlich, dass fiir das — 
eine Zeichen die Entwicklung mit z anfingt; die letztere ist 
die fiir uns in Betracht kommende. Dieselbe muss mit der 
supponirten Reihe (5.) identisch sein, da nur eine Entwick- 
lung méglich ist, wenn man die Umkehrungsreihe mit dem 
Gliede z beginnt. Hiermit haben wir den Satz erwiesen: 
Ist y = dy) + 4,4 + a,x* + -+- eine in der Umgebung 
von «== 0 convergente Potenzreihe und ist a, von Null ver- 
schieden, so lisst sich einer der Umkehrungswerthe « derselben 
Ute 


| 
1 
| 


in der Umgebung von z= “ — () in eine nach Potengen : 


1 


von 2 oder y — a, fortschreitende, mit dem Gliede 2 beginnende 
Potenzreihe entwickeln. 

Es muss besonders betont werden, dass im Allgemeinen | 
noch andere Umkehrungeentwicklungen miglich sind, wenn | 
man in (3.) mit einem constanten Gliede beginnt; ak Um- 
kehrung braucht eben keine eindeutige Function von y zu sein, 


2. Wenn a, = 0 ist, sind die | oxigen Rehitiese. 1 nicht 


7 
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mehr zuliissig und miissen durch andere ersetzt werden. Ist 
a der erste nach a, nicht verschwindende Coefficient der 
Reihe, so haben wir 


(8.) Y= Ay + Oy 0" + ay WPT! + +s, 
also 

ee oy SEE ts wie CPE ee at 
(9.) quirement “eee ++ Gu + 


= ak —- Det okt = Di-t2 ght? —... 
= etd a Depa x = Dito x? ee 


oder 
1 


1 
g* = eG == Dita & = Dp x? = +e s)F, 
also, wenn wir die Wurzelausziehung rechts nach § 26, 4 
1 
ausftihren, fiir eimen der Werthe von z*: 
= 
(10.) a* —a¢— dv? —d,x —.--., 
woraus mit Hiilfe unserer ersten Entwicklung sich fiir 2 eine 
it 
nach Potenzen von z* fortschreitende Reihe ergiebt: 


1 2 S14 
(11.) @ = 2F to a,e* 4+ age* 4... 
Ist also der erste in (1.) nach a, nicht verschwindende 
Coefficient der k, so ist die Umkehrung (resp. ein Theil 


dieser Umkehrung) der Reihe in der Umgebung von 2 = 0 
; 1 


k-deutig und lisst sich in eine nach Potenzen von 2” fort- 
; ; 


schreitende, mit z* beginnende Reihe entwickeln, in der wir 
ae 


_ fiir 2® nach einander (nicht gleichzeitig in verschiedenen Gliedern) 
die k diesem Ausdruck zukommenden Werthe einsetzen diirfen. 
3. Seien in der Reihe 


eels ie a= ay + ay’ + agy® + --- 
@, A, 4, 4,,--- Potenzreihen (welche, wie die gesammte Reihe, 
auch abbrechen diirfen) von x, die in eimem Convergenzkreise 
von nicht unendlich kleiner Ausdehnung alle convergiren, 
wihrend sie natiirlich theilweise einen weiteren Convergenz- 
- bezirk haben diirfen; dabei mége a kein von x freies Glied 


: 
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enthalten, also mit w# verschwinden, wahrend bei a, das 
Gegentheil stattfinde. Durch eine- einfache Transformation 
werden wir es dann wieder dahin bringen kénnen, dass die 
Reihen a, a,, 4, 43,--- mindestens fiir |z|<1 convergiren; 
ferner wird durch eine Transformation von y bewirkt werden 
kénnen, dass die rechte Seite von (12.) fiir jy|<1 und 
|v] <1 unbedingt convergirt. Da nach diesen Umwand- 
lungen die Voraussetzung erlaubt ist, dass die absoluten 
Betrige der Gréssen a,a,,@,,°-- unter einer gewissen end- 
lichen Grenze liegen, so wird es nach 1. méglich sein, eine 


Reihe 
: a a ay 
(13: y—*4H(*) +a (4) + 
aufzustellen, deren Coefficienten b,, b;,... ganze Functionen 
der Gréssen @, “, ... sind, und die fiir hinlinglich Keine a, 
A Oy 


d. h. fiir hinlanglich kleime x convergirt. Da in a, das con- 
stante Glied von Null verschieden sein soll, so kénnen wir 


nach § 26, 2 <, 2, =, ... Imnerhalb eines gewissen Bezirks 
1 1 1 

in Potenzreihen nach x entwickeln, und es folgt nach § 10 

weiter, dass nach Hinsetzung dieser Reihen em Werth 

von y sich als eine nach Potenzen von a fortschreitende 

Reihe darstellen lasst, der das constante Glied fehlt. — Ist 


a, == 0, so haben wir entsprechende Verhiiltnisse wie unter 1. 


§ 28. 

Entwicklung der algebraischen Functionen in Potenzreihen. 

1. Die Untersuchungen des vorigen Paragraphen gehen 
uns die Mittel an die Hand, jede algebraische Function y, 
die durch eine irreductible Gleichung 
(1) £QY,#) = a + ay + BY? Fob any” = 
definirt ist, worin die a@ ganze Functionen von @ sind, in 
jedem im Endlichen gelegenen Punkte, die Verzweigungs- 
und Unendlichkeitspunkte ausgenommen, in eine Potenzreihe 
zu entwickeln, Zuniichst kénnen wir die Gleichung (1.) dureh 
eine doppelte Substitution #=—a2 + a, y=y +6 derart 
in eine neue Gleichung 
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(2) AY, #) =a) + aly + Ay Ye ++ + ayy’ = 0 


umformen, dass # und y’ gleichzeitig verschwinden, d. h. dass 


Gy =b,0 + 6,22 +4... 
ist; wir brauchen zu diesem Zwecke 6 nach beliebiger An- 
nahme von « nur so zu bestimmen, dass f(, a) =O -wird. 
Verschwindet nun a,’ fiir x = 0 nicht, so konnen wir nach 
§ 27, 3 y als Potenzreihe von 2’, also y in der Form 


(3.) y= 6 +6, — a) + b,(@ — a)? 4... 
darstellen. Da fiir 6 im Allgemeinen » verschiedene Werthe 
existiren, so erhalten wir auf diese Art m verschiedene Ent- 
wicklungen nach x — a, die den » Zweigen der Function y 
entsprechen. Ubrigens hat es theoretisch keine Schwierig- 
keit, durch geeignete Fortsetzung einer Reihe (3.) zu allen 
tibrigen zu gelangen. 

2. Wenn a,’ fiir x = 0 oder identisch verschwindet, ist 
diese Entwicklung nicht mehr miglich; in diesem Falle geht 
(2.) fir =a, d. h. x =O in 


4) AY,9) = Aly? + dy? + +--+ Ay = 0 

oder 

(5.) As’(y — B)? + A; (y — 8) + +++ + An (y — B)" = 0 
tiber, eine Gleichung, welche die Lisung y = 6B mindestens 
zweimal besitzt; y nimmt also fiir =a denselben Werth 
mehrfach an, d. h. x —«a ist ein Verzweigungspunkt der 
Function y. Die Entwicklung wird demnach nur in Ver- 
eweigungspunkten (von Unendlichkeitspunkten natiirlich abge- 
sehen) und auch hier nur fiir diejenigen Zweige von y, die 
daselbst zusammenfallen, nicht méglich. Es ist unsere Ab- 
sicht nicht, diesen Fall weiter zu verfolgen; es gentige zu 
bemerken, dass in ahnlicher Weise wie in den vorigen Para- 
graphen hier Entwicklungen nach gebrochnen Potenzen ange- 
wandt werden kénnen. 


§ 29. 
Die transcendenten ganzen Functionen. 


1. Wahrend eine unendliche Potenzreihe, die innerhalb 
eines endlichen Kreises convergirt, nur ausnahmsweise allein 
eine vollstindige analytische Function darstellt, vielmehr erst 


“a ae 
me’ 
ios 
74 3 
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mit anderen Potenzreihen zusammengenommen eine solche 
reprisentirt, bildet die fiir alle endlichen x convergirende 
Potenzreihe ein in sich abgeschlossenes Ganze; wir nennen 
eine solche, weil sie mit den algebraischen ganzen Functionen 
die grésste Analogie zeigt, eine transcendente ganze Function. 


f(@) = a + a," + a,z* + +: 


ist jedenfalls eine solche, wenn etl a 0 ist. 
Gy 


2. Der Punkt x = oo ist fiir die transcendente ganze 
Function ein wesentlicher Unstetigkeitspunkt; f(#) wird in 
demselben schlechtweg unbestimmt. 


~3. Lehrsatz: Jede transcendente ganze Function f (a) nimmt 
fiir geeignete, linldnglich grosse x Werthe an, cde jede vorgelegte 
endliche Grosse tiberschreiten. 


Beweis: Nach § 22, 7 ist 


und wir folgerten hieraus an der angefiihrten Stelle, dass 


\a. |r" nicht grésser sein kann, als der groésste absolute Be- — 


trag M, den irgend ein f(ra;) erreicht. Lige nun M fir 
noch so grosse 7 unter einer gewissen endlichen Grenze M,, 
so wire das Gleiche mit |a,|r" der Fall; es miisste also 


MM, 
|au|r" << M, oder |a,|< BO 
sein fiir noch so grosse 7, d. h. es wire 
= 0. 


Hine transcendente ganze a deren Werthe ‘in noch 


so grosse # unter emer endlichen Groésse bleiben, muss daher 


eine Constante sein. 


Zusatz: Auch £@ ns f@) muss fiir geeignete grosse x tiber jede 


ie wachsen. pei dieser Ausdruck zerfallt in eine trans- 


cendente ganze Function, fiir die das eben Bewiesene gilt, 
und in Glieder mit negativen Potenzen | von #, die sich mit 
wachsendem — x der Null néhern. - — Wir schliessen hiera 3, 


Se 
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dass f(x) fiir geeignete grosse « stirker ins Unendliche wiichst, 
wie jede noch so hohe Potenz von x. 

4. Jede eindeutige Function, die in allen im Endlichen 
gelegenen Punkten den Charakter einer analytischen Function 
besttat, ist eine (algebraische oder transcendente) ganze Function. 
Dies folgt aus § 22, 7. Soll dieselbe ins Besondere fiir 


#% == 00 nicht wesentlich unstetig, sondern nur von endlicher 


Ordnung unendlich werden, so muss sie eine algebraische 
ganze Function sein. 


5. Jede analytische Function, die im Endlichen keine 
singuliren Punkte besitzt und fiir beliebig grosse x stets 
unter einer endlichen Grenze bleibt, kann nur eine Constante 
sein. (Folgt aus 3. und 4.) 


6. Line analytische Function, die iiberhaupt keinen singu- 
liven Punkt besitat, kann nur eine Constante sein; denn sie 
ist zuniichst nach 4. eine ganze Function, und eine solche 
ist im Unendlichen immer unstetig, wenn sie sich nicht auf 
eine Constante reducirt. 


7 Als eine der wichtigsten Nigenschaften der alge- 
braischen ganzen Functionen hatten wir deren Zerlegbarkeit 
in lineare Factoren kennen gelernt; es liegt daher die Frage 
nahe: kénnen wir die beziiglichen Siitze auch auf die trans- 
cendenten ganzen Functionen iibertragen, oder treten hier 
andere Verhiltnisse em? Zu diesem Zwecke vergegenwiirtigen 
wir uns nochmals den Beweis dafiir, dass jede algebraische 
ganze Function mindestens einen Nullwerth besitzt (§ 3, 2). 
Dieser Beweis stiitzt sich wesentlich auf die Thatsache, dass 
durch hinlingliche Vergrésserung des x das héchste Glied 
eimer solchen lunction dem absoluten Betrage nach beliebig 
grésser als die Summe der iibrigen gemacht werden kann. 
Da nun bei der unendlichen Potenzreihe ein hichstes Glied 
gar nicht vorhanden ist, vielmehr die Glieder einen desto 
geringeren Hinfluss besitzen, je héher ihr Grad ist, so ist es 
klar, dass jener Beweis auf transcendente ganze Functionen 
nicht ausgedehnt werden kann. In der That werden wir 
spater transcendente ganze Functionen kennen lernen, die 
- fiir kein endliches x verschwinden; immerhin kann man auch 
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diesen unendlich viele Nullpunkte beimessen, die sich in dem 
Punkte ~ = oo concentriren. 

8. Wesentlich verschieden von der eben erérterten Frage 
ist die folgende: Wenn die transcendente ganze Function f(x) 
fiir gewisse Werthe «= a,, a, u. s. w. verschwindet, miissen 


sich dann von derselben lineare Factoren x — a,,@ — U.S. W., 
oder, was auf dasselbe hinauskommt, Factoren 1 — <, 1— =. 
a 2 
u. sw. absondern lassen? Dabei muss vor allen Dingen ge- 
nauer festgesetzt werden, was wir unter dem Absondern eines 
linearen Factors bei f(x) verstehen wollen. Man kann nimlich 
f(@) 
__ « nach Friiherem immer wieder als Potenzreihe darstellen; 
a 
doch hat dieselbe nur einen beschriinkten Convergenzbezirk. 
Wir sprechen daher jetzt priiciser den folgenden Lehrsatz aus: 
Verschwindet die transcendente ganze Function f(x) fiir 
f(@) 
L = a, So ist pe wieder eime transcendente ganze Function. 
Qa 
Beweis: Nach § 21, 1 kénnen wir f(x) in eine eben- 


falls fiir alle endlichen x convergirende Reihe verwandeln, — 


die nach Potenzen von x + a fortschreitet, wenn a eine be- 
liebige endliche Grosse bedeutet. Wir diirfen daher 


f(a) = dy + a0 + aya? + aga® + --- 
= b + b,(@— a) + 6,(@ — a)? +--- 
setzen. Da nun f(a) =O sein soll, so wird }, =O sein 
miissen, d. h. es ist 


f(a) = (@ — a) [b, + b,(@ — a) + b,(@ — a)? +--+] 
= —a(1—£) [8 +0,(@— a) + (@— a)? $e], 


also 


f(#) 
ee 


= — a[b, +B, (@ — a) $d, (@ = a) fo} 


R18 


Da sich aber die eingeklammerte, fiir alle endlichen x con-— 
_vergirende Reihe wieder in eine ebensolche nach Potenzen 
von « fortschreitende zuriickverwandeln lisst, so ist unser 
‘Satz bewiesen. z . 


eS ee ee 
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9. Hine transcendente ganze Function kann nicht unend- 
lich viele ,,Wurzeln“ besitzen, deren absolute Betrige unter- 
halb einer bestimmten endlichen Grisse legen. Dies folgt 
aus § 24, 4*). Hat also eine transcendente ganze Function 
unendlich viele Wurzeln, so miissen sich dieselben ins Unend- 
liche erstrecken; man kann dieselben in eine Reihe 


Oy, Oo, Oy, Hy: 


ordnen, derart dass 


[ox] > |orn| 
ist. 
10. Man kann nun in dem letzteren Falle aus f (w) nach 
und nach die Factoren 1—~, 1 — epi aes pale See 
a, Gy ot, ;, 


absondern und behiilt immer noch eine fiir beliebige endliche 
“ convergente Potenzreihe tibrig. Der Schluss liegt sehr 
nahe, dass man auf diese Weise nach und nach /(«) in ein 
unendliches Product 


fa) =(1— =) abe (—£)-9@ 


umwandeln kann, worin (x) eine nirgends im Endlichen ver- 
schwindende transcendente ganze Function (eventuell natiirlich 
auch eime Constante) bezeichnet. Allein dieser Schluss ‘ist 
durchaus falsch und beweist nur, wie vorsichtig man beim 
_ Ubergange vom Endlichen zum Unendlichen sein muss. Aller- 
dings ist bei der Absonderung einer endlichen Zahl solcher 
_ Factoren der tibrig bleibende Factor eine fiir alle endlichen 
_ @ convergirende Potenzreihe, aber es ist sehr wohl moglich, 
dass bei der unendlichen Fortsetzung dieses Verfahrens der 
_ Werth der Potenzreihe fiir endliche x sich der Null nihert 


a 


; *) Dass auch nicht unendlich viele gleiche Wurzeln méglich sind, 
_ erkennt man folgendermassen. Es kénnte in diesem Falle die Reihe 
_ in die Form 

4 (@ — a)” [ay + a, @ — a) + a @ — a)? +-.-] 

_ gebracht werden; da aber (a — a)” fiir jedes endliche, von a ver- 
iedene 2 unendlich wird, so miissten die a, alle verschwindend 
in sein u. 8, w. 
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oder iiber jede endliche Grésse wichst. Hiufig kommt es 
vor, dass ein in der beschriebenen Weise gebildetes Product 
nur bedingt convergirt, ja sogar auch, dass es tiberhaupt 
nicht convergirt, wie man es auch anordnen mag. KErst 
spiter wird es uns moglich sein zu zeigen, dass sich in allen 
Fallen eine modificirte Productentwicklung dadurch herstellen 
liisst, dass man jeden Factor noch mit einer nirgends im 
Endlichen verschwindenden ganzen transcendenten Function 
multiplicirt. 

11. Verschwindet die transcendente ganze Function f(x) 
fiir kein endliches x, so ist auch ihr reciproker Werth a 
eine transcendente ganze Function von demselben Charakter; 
denn nach § 26, 2 triigt dieser Ausdruck fiir jedes endliche 
a den Charakter einer ganzen Function, woraus mit Hiilfe 
von § 22, 7 das Weitere folgt. 


§ 30. 
Die transcendenten rationalen und die erweiterten 
algebraischen Functionen. 
1. Der Quotient zweier transcendenten ganzen Functionen, 
von denen die eine auch durch eine algebraische ganze 
Function ersetzt sem darf: 
a, a,x wit... 
a) (On heb ae 
heisst eine transcendente rationale Function. Dieselbe hat 
einen wesentlichen Unstetigkeitspunkt, niimlich v = 00; ausser- 
wesentlich unstetig wird sie fiir die Nullwerthe des Nenners, 
da bei letzterem ein Factor «—a@ nur in einer endlichen 


Potenz auftreten kann (§ 29, 9). 
2. Wird der Nenner einer transcendenten rationalen 


Function f(a) fiir kein endliches x Null, so lisst sich f(x) 
auch als transcendente ganze Function darstellen (§ 29, 11). | 
3. Hine transcendente rationale Function ist tiberall, — 
ausser fiir 2 —oo und die Nullpunkte des Nenners, eine 
analytische Function (§ 26, 2). 
4. Wir sind vorliiufig noch nicht im Stande, den funda-— 
mentalen Satz zu beweisen: Jede eindeutige Function f(a), die 


4 
y 


a 
i 


4s 
. 
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fiir x= 00 wesentlich wnstetig und ausserdem in einer end- 
lichen oder wnendlichen Reihe von Punkten 
Gy, Ag, Us, »*", 

wobet |arr1| > \a\, und Tash = 0 ist, von endlicher ganzzah- 
liger Ordnung unendlich wird, sonst aber iiberall den Charakter 
emer ganzen Function trigt, ist eine transcendente rationale 
Function. Spiiter werden wir den Beweis hierfiir nachtragen. 
Vorlaufig wollen wir nur darthun, dass dieser Satz statthat, 
wenn die Zahl der ausserwesentlichen Unstetigkeitspunkte 
eine endliche ist. Sind nimlich die letzteren 


Ay, Uy °° An, 
wovon auch mehrere zusammenfallen kénnen (sodass wir den 


Fall des Unendlichwerdens yon hoherer als der ersten Ord- 
nung nicht weiter zu beriicksichtigen brauchen), so ist 


(@ — a,) (@ — ay) »-+ (aw — An) f(x) 
eine transcendente ganze Function, woraus die Behauptung 
folgt. Wird die weitere Bedingung beigefiigt, dass der 
Punkt «oo kein wesentlicher, sondern hdchstens ein 
ausserwesentlicher Unstetigkeitspunkt sein soll, so ist /(x) eine 
algebraische rationale Function. 

5. Hs liegt nahe, aus der Analogie mit den algebraischen 
rationalen Functionen die Vermuthung zu schépfen, dass eine 
transcendente rationale Function, welche in den Punkten 
OH) Gy, &s-.. von der k,, ky, ky...*" Ordnung unendlich wird, 
sich in die Form | 


(2.) - f@) =A, + Aye + Apz? +... 
B, C,.- unis 
“SNA (ERS y ae eS: 
B, C, Ge, 
+ ++., 


setzen, d. h. sich als Summe einer transcendenten ganzen 
Function und einer wnendlichen Partialbruchreihe darstellen 
lisst. In Wirklichkeit trifft dies jedoch nur vereinzelt zu. 
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oe 


ae 
y & 
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In anderen Fillen convergirt die supponirte Reihe gar nicht 
oder nur bedingt; es lisst sich imdessen zeigen, dass sie 
durch ganz analoge Mittel, wie sie beim unendlichen Producte 
anzuwenden sind, immer convergent gemacht werden kann, 
sei es, dass man zu jedem Gliede eine geeignete Constante, 
sei es, dass man zu jedem eine passende nirgends im End- 
lichen Null oder unendlich werdende Function hinzufiigen 
muss. — Wenn es iibrigens gelingt, eine convergente Partial- 
bruchreihe g(x) (an irgend einer der angedeuteten Formen) 
herzustellen, welche in denselben Punkten und hier in der- 
selben Weise unendlich wird, wie f(#), derart dass f(a) 
— g(a) = 0 ist, so ist f(~) — p(x) eine transcendente oder 
algebraische ganze Function; denn die ausserwesentlichen Un- 
stetigkeiten fallen bei dieser Differenz weg. 
6. Lehrsatz: Wenn zwei wnbedingt convergente Rethen 


(3.) (2) = my) +a,e + an? +.--- 


(2) = A, aii daca 


“fs ‘ 


- fiir beliebige x iibereinstimmen, so sind sie auch formell identisch. 


Bere Dass die Nenner’ in be und ae die te n 


der ¢ in Bs8e ee ‘el mn 


e 


Pe. % 
ae 
ee 


jae 


~~ ee Se 
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oe und a alle tibrigen 
"0-5 
ey ory 
Glieder beliebig viel tibertreffen; wir schliessen hieraus, dass 
fort 
ist. Wenn wir nun aus der Gleichung p(w) = O(x) die | 
beiden genannten Glieder weglassen, kénnen wir in derselben 


werden kénnen, dass 


Weise (25 und (ee is vergleichen und e, = FE, 
finden u. s. w. Nachdem durch Fortsetzung dieser Schliisse 
die Identitit siimmtlicher Partialbriiche dargethan ist, haben 
wir die identische Gleichung 

UM + 4,0 + aya? +... = A, + A,e@ + Aya? +... 
aus der nach § 21, 4 die Gleichheit der einzelnen Cocff- 
cienten folgt. 


Auch fiir Partialbruchreihen in modificirter Form Iisst 
sich Entsprechendes beweisen. 

4. Bezeichnet F'(y, x) eine fiir endliche y und « conver- 
gente doppelte Potenzreihe, so ist durch die Gleichung 

FY, a“) = 0 

eme im Allgemeinen unendlich vieldeutige Function y =f (zr) 
definirt, die als eine Erweiterung der algebraischen anzu- 
sehen ist. Aus § 27, 1 geht hervor, dass f(x) im Allge- 
meinen den Charakter einer ganzen Function. traigt. Da 
wir es in der Folge jedoch nur mit ganz speciellen Fallen 
solecher Functionen zu thun haben, kénnen wir uns einer 
weiteren Untersuchung iiber dieselben enthalten. — 


§ 81. 


Erweiterung der bis jetzt eingefiihrten transcendenten 
Functionen. 


1. Setzt man in der transcendenten ganzen Function 
f(@) =a) + ae + aga? + re 


—q» 80 erhilt man eine Function 


_ 


g* 
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F@) =t(,4,)=4+ — fie ten ae 
die in ga einen wesentlichen Unstetigkeitspunkt besitzt, 
sonst aber tiberall endlich und stetig ist. Die Function F(z) 
kann nicht etwa als eine transcendente rationale Function 
angesehen werden, da sie sonst = oo, nicht z—a zum 
wesentlichen Unstetigkeitspunkte haben miisste. Wir haben 
daher hier ein Vorkommniss, zu dem sich bei den algebraischen 
rationalen Functionen kein Analogon findet. Ubrigens besitzt 
F(z) tiberall den Charakter einer ganzen Function, den 
Punkt =a ausgenommen; denn in sammtlichen anderen 
Punkten b kann man die einzelnen Glieder von F(z) nach Po- 


tenzen von z— 0 (im Punkte z = oo nach Potenzen von et 


entwickeln und dann die entstehende Doppelreihe nach § 10 
umordnen. 

2. Es hat nun keine Schwierigkeit, Functionen mit be- 
liebig vielen wesentlichen Unstetigkeitspunkten a@,, dy, ... Gp 
zu bilden; sind namlich f,(x), f2(x),..., fa(x) beliebige tran- 
scendente ganze Functionen, so ist 


Ates mem ers re eee eS 


eine solche*); Man sieht indessen, dass man auch auf 
mannichfache andere Arten zu derartigen Functionen ge- 
langen kann; ist z. B. g(a) eine rationale Function, die gerade 
in den Punkten a,, a,,...@, unendlich wird, wahrend f(a) 
eine transcendente ganze Function ist, so ist auch f[g(x)] eine 
Function der gewiinschten Art. Wie man alle im Ubrigen 
analytische Functionen findet, welche a,, a,,...@, zu wesent- 
lichen Unstetigkeitspunkten haben, wihrend sonst keine 
Singularititen bei ihnen vorkommen, soll hier nicht ans- 
eimander gesetzt werden; wir verweisen in dieser Hinsicht 
auf die grundlegende Arbeit von Herrn Weierstrass in den 
Mathematischen Abhandlungen d. k. Akademie der Wissen- 


schaften zu Berlin, aus dem Jahre 1876; pag. 11 ff. — Dass — 


man durch Quotientenbildung aus zwei Functionen der ein- 


; . 1 
*) Ist a, = oo, so hat man nur f,(x) an Stelle von /, Caan ‘ 
einzufiigen. “s 
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gefiihrten Art zu einer Erweiterung der transcendenten ratio- 
nalen Functionen gelangt, versteht sich von selbst. 

In der Folge werden wir uns nur mit eimer Art der 
neuen Functionen eingehender beschiftigen, die allein fiir 
die weiteren Entwicklungen von Wichtigkeit ist. 

3. Hine Reihe 


(1.)  o(7) =a + 4,2 + ana? + a0? 4+ -.-- 
$= 4S 4+ Ste, 


die nach positiven und negativen Potenzen von x fortschreitet, 
conyergirt, wenn ihre beiden einzelnen Theile, der mit posi- 
tiven und der mit negativen Potenzen, convergiren. Der 
Convergenzbezirk des ersten Theiles ist \das Innere eines 
Kreises mit dem Centrum # = 0, wiah- 


: ‘ 1 
rend der zweite convergirt, wenn as 


innerhalb eines anderen Kreises, also x 
ausserhalb eines solchen mit demselben 
Mittelpunkte liegt (vgl. Fig. 14). Das 
Convergenzgebiet von (x) ist somit das 

_ Innere eines Kreisrings, dessen Mittel- 
punkt der Nullpunkt ist; fiir die Rander 
des Rings sind specielle Untersuchungen néthig. Besonders 
merkwiirdig ist der Fall, fiir den wir spiter ein Beispiel 
finden werden, dass sich der Couvergenzkreisring zu einer 
einfachen Kreislinie zusammenzieht, auf der auch noch 
Divergenzpunkte liegen kénnen. Der weitaus wichtigste Fall 
ist aber der, dass sich das Convergenzgebiet tiber alle end- 
lichen #, # = 0 ausgenommen, erstreckt. Dies tritt u. A. ein, 
wenn “t+ — 0 und — = 0 sist, 


@ soroaie ERD) 


Fig. 14. 


Wir nennen alsdann g(a) eine transcendente ganze 

Function im weiteren Sinne; dieselbe wird fiir x =O und 

x= oo wesentlich unstetig, wihrend sie sonst tiberall den 
Charakter einer ganzen Function besitzt*). . 


*) Im Falle eines beschrinkten Convergenzkreisringes ist g(x) im 
Innern desselben eine analytische Function, wie unmittelbar zu er- 
weisen ist. 


L 4 thf oon ee eee | | 


oe 
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4. Lehrsatz: Zwei Potenzreihen mit steigenden und fallenden 
Potenzen von x sind identisch, wenn sie fiir alle x tiberein- 
stimmen, die auf emem wm den Nullpunkt beschriebenen und 
innerhalb des Convergenebezirks befindlichen Kreise liegen. 

Beweis: Sind 


P, (#) = aa 0% + Oy 0" + :- 


a a 
phe 4. 
x x 
und 
P(X) = by + b,% + bya? + --- 
b_y b_s 
+ — a ; 
x x 


die fraglichen Reihen und bezeichnet a, eme n® Hinheits- 
wurzel, » den Radius des Kreises, auf dem die Uberein- 
stimmung stattfinden soll, so dass wir 


peers P1 (7 ox) = Ho (rox) 
haben, so ist auch 


n—t1 n—1 


* ae (7 on) py (1 e,) = — a (7 etn) Qo (7 a), 


worin s positiv oder negativ sein mag. In derselben Weise — 
wie in § 22, 5 finden wir, wenn wir mn ins Unendliche ~ 


wachsen lassen, 


n—1 


Ale Ul : 
wy (re) (re) = a 


n—1 : 
Ral (Tax)! 2 (104) = b, 


also 4.08 
a_s = b_,. ; 
Siimmtliche Coefficienten beider Reihen stimms 
5. Lehrsatz: Verschwindet die transconden 


im weiteren Sinne 


vo 7 
4 a 
7s. ti a 


Fie <! ty 


roe 8 ey 


Ai BA eee Be) 
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fir x =a, so ist 


*- 
. «& 
eime ebensolche Function. 
Beweis: Jedenfalls lisst sich eine Constante e—so be- 


. 


stimmen, dass 
2 
“E+ Ay + 0 + M0" + --- 
fiir « =a verschwindet; wir brauchen eben nur ¢= — a, 
— 4,4 — a,a7 —... zu nehmen. Da nun 


p(@) =e + a + 4,0 4+ a0" ++: 

a1 a_» 

—~e+ t+ S44: 
a x 

und g(a) = 0 ist, so wird auch 

ay a3 

ae e+ Sas aes + sions 

x x 


fiir «=a verschwinden. Nach § 29, 8 kénnen wir. daher 


i p@) = (1— = )O+ Cad ae 
a (1 mk sl ( pines pee) 
| 3 =(1— *)(, droge fin gil 


y 

j 

3 ‘ 

ee. BEAT abet tah. 
3 


_ setzen, wo die eingeklammerten Reihen transcendente ganze 
: Functionen im weiteren Sinne sind. In Bezug auf unend- 
_liche on suatien wieder die gleichen Be- 


Factoren wahlt; bei einer endlichen Zahl von Factoren ist jedoch 


: . Bia) 16 a ni 
immer eine Umformung von 1 — — in 1 — — zulassig. 
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Es existiren auch transcendente ganze Functionen im” 
weiteren Sinne, welche fiir kein endliches, von Null verschie- 
denes x verschwinden. 

6. Was die Erweiterung des Convergenzgebietes einer 
nach steigenden und fallenden Potenzen fortlaufenden Reihe 
(x) anlangt, so gilt derselbe Satz wie bef den einfachen 
Potenzreihen: Der Convergenzkreisring erstreckt sich nach Innen 
und nach Aussen bis zum néichsten singuldéren Punkte. Da — 
namlich fiir jeden Kreis, nach dessen Punkten die analytische _ 
Function g(x) durch steigende Potenzreihen fortgesetzt werden _ 
kann, in Folge derselben Betrachtungen wie in § 22, 5, 6 
fiir re und negative uw . 

3 


2 yyeer) 
ee Re 
also |a@, 7“ unter einer gewissen endlichen Grosse gelegen 
ist, so folgt daraus, dass der Theil mit steigenden Potenzen 
auch fiir 7, die bis zu der gezogenen oberen Grenze wachsen, 
convergent bleibt, wihrend es dann fiir den anderen Theil 
selbstverstindlich ist, da er desto besser convergirt, je grésser 
r ist. Andrerseits wird auch |a,|r" fiir negative w und bis — 
zur unteren Grenze verkleinertem 7 eine gewisse endliche 
Grenze nicht tibersteigen, woraus sich auch fiir solche r die — 
Convergenz ergiebt. 
7. Lehrsatz: Jede eindeutige Function f(x), welche fiir 
x =0 und x =o wesentlich unstetig wird, sonst aber iiberall 
den Charakter einer ganzen Function trigt, ist eime a 
dente ganze Function im weiteren Sinne. 


Beweis: Setzen wir 
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F(z) = 9:(2) + ¥2(2), 
so sind g,(z) und g(x) Functionen von demselben Charakter 
_ Wie f(x) selbst, geniigen aber ausserdem den Relationen 


; e ) = 9; (2) 
G2 (2) = — 9,(2). 


1 
(x2) 9.@ —a(2), 
so hat g,(x) wieder den namlichen Charakter wie f (x) und 
befriedigt dieselbe Gleichung wie g, (x), namlich 


Fs e = 93(2). 


e 
: 


1 
ee Oe ee : 
eae a 
z — = “§ 
ee Sere 948 
SA il de ea 
So wird y unendlich fir z—0 und z =v, bleibt aber im 
endlich; 


rc AY y ON a as es 
He - KE V2=1) wi (*) AVE) 
‘sind also Functionen, die nur fir unendliche y wesentlich 
ag werden. Weiter werden sich aus 


ee, 5 VE—+) +452 /F—2) 


¢:@)= 


die Inrationalititen bei csp Form der Entwicklung 
erausheben, wie die folgende Betrachtung zeigt. Denken 
fies we cine belichig: promo relle positine Zahl, = 
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in einem Kreise convergiren, der =a zum Mittelpunkte 
hat und bis zum nichsten singuliren Punkte, d. h. bis zum 
Nullpunkte reicht. Man sieht ein, dass @ so gross gewahlt 
werden kann, dass dieser Convergenzkreis jeden beliebig 
angenommenen Punkt derjenigen Halbebene, welche rechts 
von der Axe der rein imaginiiren Zahlen liegt, umfasst 
(s. Fig. 15). Liegt nun 

x = o(cosp + ising) 
in dieser Halbebene, so 
wird dies auch mit 


PSL 0% a 
mate cosy —7 sin p) = 


1 = 
; [eos(— 9) +ésin(— 9)] 
der Fall sein, und es ist 


klar, dass bei geniigend 
grossem a sowohl als auch 


rege : 
Fig. 16. ;, in den Convergenzkreis 


der Reihe fallen. Nimmt man — a als Mittelpunkt an, so ist das- 
selbe fiir solche « méglich, die auf der linken Seite der Axe der 
rein imaginiren Zahlen liegen. Fiir Punkte auf der letzteren 
Axe selbst ist allerdings keine Reihenentwicklung nach stei- 


genden Potenzen modglich, welche 2 und = gleichzeitig in 


ihren Convergenzkreis einschliesst; allein wegen der Hin- 
deutigkeit und Stetigkeit von f(a”), wie auch der Hindeutig- 


— 
keit von % + Y__1 auf dieser Linie werden sich die 
a 4 


Reihenentwicklungen nach Potenzen von y — «@, die sich hier 
nach § 26, 5 herstellen lassen, unmittelbar an die fiir die 
benachbarten Punkte der eben abgegrenzten Gebiete an- 
schliessen und den Ubergang zwischen diesen vermitteln. 
Haben wir nun a so gewihlt, dass fiir bestimmte a 


f(2) =a, + 4(% —a)+a,(¢—a?+-- 


—_ STS 


ail 


— P3(") = 
also 
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gleichzeitig convergiren, so werden aus 


f(a) +¢(4 
P3(2) ——, ) as |@—a) + (2 —a)| 


+$|@—a'+(2—a)'] +-. 


bei Ersetzung von x und = durch Sey —1 und 


> aaa die Irrationalitiiten herausfallen, da alle 


Glieder der Reihe in x und = symmetrisch sind. Wir er- 


kennen hieraus mit Hiilfe von § 26, 5, dass 


91(2) = 9, & as ae 


eine eindeutige analytische Function von y ist, die fiir kein 
endliches y unstetig wird. Nehmen wir nun noch § 22, 7 
zu Hiilfe, so kénnen wir folgern, dass fiir jedes endliche y 


$1 (2) =9(%+ Ve = Ay + Ay + Avy? --. 


As : bee 
gesetzt werden kann. Fiigen wir y = x + = ein, so erhalten 
wir 


i (@) = Ay + A,(@ ++) ae A,(o +4) 4 My 


eine Reihe, die fiir alle endlichen, von Null verschiedenen x 
convergirt. Da diese Reihe also auch convergirt, wenn |z| 
an Stelle von « gesetzt wird, so diirfen wir nach § 10 nach 
Ausmultiplicirung der Potenzen die Reihe umordnen und 
schreiben 


p,(0) = B, + B,(« +4) —- B,(a? + 7 a 


In gleicher Weise zeigen wir, dass 


Bist >, 
pe mls )caie + 2)+6(2+4)+-., 
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OPO e pS) Os (ene ae 
p(x“) = 1 


fy w= 
x 


ist. Wir haben somit 
f(c) = B, + B,(o ++) +B,(e + 4) 4-- 
0, +0, (o2) + oop Se we 
sie 7 ) 


i 
x 


wo beide Reihen auf der rechten Seite fiir beliebige endliche, 
von Null verschiedene # convergiren. Bedenkt man, dass 
dieser Ausdruck nicht fiir alle endlichen, von Null verschie- 
denen # endlich sein kann, wenn nicht im zweiten Theile 
der rechten Seite der Zihler durch den Nenner dividirbar 
ist, so finden wir schliesslich nach geeigneter Zusammen- 
fassung, dass 


f(@) = Dy + Do + Dya* ++ 
As gE D_, 


att 3 =e 
eine transcendente ganze Function im weiteren Sinne ist. 

8. Uber die Quotienten zweier transcendenten Funce- 
tionen im weiteren Sinne, die transcendenten rationalen Func- 4 
tionen im weiteren Sinne, gelten ganz analoge Betrachtungen — 
wie fiir diejenigen im engeren Sinne. Auch hier sind Partial- 
bruchzerlegungen unter den niimlichen Beschrinkungen még- — 
lich, wobei noch zu bemerken ist, dass an Stelle von — 


—si auch eid treten kann (natiirlich bei sonstiger 
(i=): (atest) | x Fe 
Umgestaltung der Reihe). Bei einer endlichen Zahl von . 
Gliedern ist die Wahl der einen oder anderen Form beliebig, | 
bei einer unendlichen Zahl wird hierdurch die Convergenz 
der Reihe beeinflusst. Auf weitere Erérterungen tiber_ 
Partialbruchentwicklung kénnen wir hier verzichten, da 4 W Y 
oe darauf zuriickzukommen ee werden. | ae 

: , La ~~ en . ; i: MPT te 


Vierter Abschnitt. 


Theorie der einfachen, linearen Periodicitiit. 


§ 32. 
Einfihrung der periodischen Functionen. 


1. Im vorigen Abschnitte eréffnete sich uns ein Functionen- 
gebiet von unabsehbarem Umfange. Die Zahl der Mannich- 
faltigkeiten, die bei den analytischen Functionen auftreten 
kénnen, ist eine unendlich grosse, und es ist undenkbar, dass 
diese Mannichfaltigkeiten durch Specialuntersuchungen auch 
nur annaiherungsweise erschépft werden kénnten. Auch wird 
es keinen besonderen wissenschaftlichen Werth haben, aufs 
Geradewohl oder aus praktischen Riicksichten gewisse spe- 
cielle Functionen aufzustellen und zu untersuchen; vielmehr 
tritt an uns die wichtige Frage heran: welche transcendenten 
Functionen besitzen so hervorstechende Higenschaften, dass ihre 
hervorragende Wichtigheit sofort einleuchtet? Auf diese Frage, 
die in ihrer Unbestimmtheit natiirlich nicht mit apodiktischer 
Gewissheit erledigt werden kann, sind mehrfache Antworten 
gegeben worden. Nachdem die Theorie der sog. elliptischen 
Integrale zu sehr wichtigen neuen Functionen, den elliptischen 
Transcendenten gefiihrt hatte, lag es nahe, die Aufgabe zu 
- stellen: Diejenigen Funetionen (resp. deren Umkehrungen) zu 
_— entwickeln und zw untersuchen, deren Differentialquotienten alge- 
_ braische Functionen sind. Diese Aufgabestellung wies in der 
_ That der Entwicklung der Functionentheorie bis in die neueste 
Zeit ihre Richtung an und hat zur Auffindung der Abel’schen 
Funetionen gefiihrt. Die besonders dureh Cauchy, Riemann 
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u. A. begriindete eingehendere Theorie der complexen Inte- 
grale hat es miglich gemacht, auf diesem Wege auch die 
wesentlichsten analytischen Higenschaften der fraglichen Func- 
tionen herzuleiten. Und doch wird jeder, der sich mit diesen 
Theorien beschiaftigt hat, zugestehen miissen, dass jene Art 
der Hinfiihrung neuer Functionen keine naturgemisse ist. 
Wir miissen an dieser Stelle darauf verzichten, diese Be- 
hauptung eingehend zu begriinden, da hierzu eben die Kennt- 
niss jener Theorien als bekannt vorausgesetzt werden miisste; 
wir wollen nur hervorheben, dass ganz iihnliche Integrale zu 
wesentlich verschiedenen Functionen fiihren — man denke 
an die drei Gattungen elliptischer Integrale! —, dass man 
ins Besondere von den Abel’schen Integralen, die nur Func- 
tionen (im weitesten Sinne) einer Variabeln darstellen, auf 
einem recht kiinstlichen Wege zu den Abel’schen Functionen, 
die mehrere Variabeln enthalten, gelangt. Wihrend also 
dieses Verfahren der Natiirlichkeit ermangelt, sind andere 
Hinfiihrungsarten der bekannteren Functionen mehr oder 
weniger willkiirlich. Diese Liicke hat den Verfasser zu 
Betrachtungen veranlasst, die von algebraischen Analogien 
ausgehen und die das Fundament der folgenden Darstellung 
der speciellen Functionentheorie bilden sollen. 

2. Bei der Theorie der algebraischen Gleichungen be- 
merkten wir, dass die Lésung der Gleichungen, welche den 
vierten Grad iibersteigen, im Allgemeimen nicht mit Hiilfe der 
vier Species und von Wurzelausziehungen méglich ist, dass 
hingegen eine besondere Klasse von Gleichungen existirt, die 
eine recht einfache Lésung dieser Art gestatten: die Abel- 
schen Gleichungen. lLiessen sich niimlich die sammtlichen 
Lésungen einer Gleichung — um nur den einfachsten Fall 
zu recapituliren — in der Form 4%, 0, (#,), 0,(@,), «.. On—1 (a) 
darstellen (§ 15), wobei 9,(x) eine eimdeutige Function be- 
zeichnete und #,(«,) = %, sein musste, so war es moglich, 
die Lésungen mit Hiilfe 2" Wurzeln aus den Coefficienten 
zu berechnen. Wir kénnen nun dieses Ergebniss alge- 
_ braischer Untersuchung sehr leicht auf rationale (auch alge- 


braische) Functionen iibertragen. Bezeichnet y = (f(a) eine | 
rationale Function, so lasst sich im Allgemeinen # nicht mit — 


— ae — 
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Hiilfe von Wurzelausziehungen u. s. w. als Function yon y 
darstellen, sondern diese Umkehrung macht complicirtere 
Operationen néthig; dagegen wird die algebraische Um- 
kehrung immer méglich sein, wenn die Function n* Grades 
{(@) der Bedingung 

(1,) f(8:(@)) = fla) 

gentigt, wo #,(”) eine nebst ihrer Umkehrung eindeutige 
Function ist, deren n‘* Iterirung (und keine friihere!) wieder 
# liefert. Von der Richtigkeit dieser Behauptung iiberzeugt 
man sich, wenn man in (1.) der Reihe nach statt # 9, (a), 9,(«) 
u. Ss. w. setzt; man erhilt 


f(® («)) na f(*, («)) = f(@), 
also schliesslich 

y = f(#) = f(%,@) = f(®%@) =--- =f (% 4+), 
so dass die m Umkehrungen von y = f(x) durch 

x, Oy (x), Dy (2), see Ona (2) 
dargestellt sind. Die Umkehrung fiihrt also auf’ die Lisung 
einer Abel’schen Gleichung, welche durch Ausziehung n'* Wurzeln 
bewerkstelligt werden kann. Ist der Grad von f(a) der mn®, 
so tritt eine § 15 entsprechende Reduction ein. 

Es liegt nun ausserordentlich nahe, die fiir algebraische 
Functionen gewonnenen Resultate zu einer Analogie in der 
Theorie der transcendenten Function zu benutzen. Lassen wir die 
Bedingung fallen, dass #,,(x) = sein soll, so kann y = f(x), 
welches der Bedingung (1.) geniigt, keine rationale oder 
tiberhaupt algebraische Function mehr sein, da alsdann dem- 
selben y unendlich viele x entsprechen; f(x) wird also, wenn 
es tiberhaupt existirt, eine transcendente Function sein miissen. 
Wir wollen nun eine Function y = f(x), welche die Gleichung 


) f(%@) =f@) 
befriedigt, eine periodische Function im weiteren Sinne*) oder 
auch kurzweg nur eine periodische Function, im Gegensatze zu 


*) Bisher war es nur tiblich, den Namen periodische Function an- 
zuwenden, wenn @,(2) = x + m ist, wihrend man bei anderen D, (x) 
_ sagte, /(x) sei eine Function mit eindeutigen Transformationen in sich. 
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spiiter einzufiihrenden Functionen auch wohl eime periodische 
Function erster Gattung nennen. 

Dabei wollen wir die Function ,(x) jetzt keiner wei- 
teren Beschriinkung unterwerfen, als dass wir sie als -alge- 
braisch voraussetzen; mehrdeutige #,(x) sind also principiell 
nicht ausgeschlossen. Aus der eben durchgefiihrten Betrach- 
tung lisst sich vermuthen, dass die periodischen Functionen 
unter allen Transcendenten die erste Stelle einnehmen, und 
diese Vermuthung wird in der That vollstindig gerechtfertigt; 
als wichtige Grundeigenschaft der einfacheren periodischen 
Functionen diirfen wir die erwarten, dass sie sich mit Hiilfe von 
Wurzeln umkehren lassen, die allerdings einen unendlich hohen 
Grad besitzen und in unendlich grosser Zahl auftreten kénnen. 

Die folgende specielle Darstellung wird sich lediglich auf 
periodische Transcendenten und auf Functionen beschranken, 
die mit diesen in engem Zusammenhange stehen. 


§ 33. 
Das Functionaltheorem. 


1. Wir wollen an dieser Stelle einen Satz einschalten, 
der den periodischen Functionen noch von eimem ganz an- 
deren Gesichtspunkte aus eine hervorragende Bedeutung ver- 
leiht. Wir fragen: Fiir welche eindeutigen Functionen f(x) 
besteht ein algebraisches Functionaltheorem, d. h. fiir beliebige x 
und y eme Gleichung 
(1.) f|¥(a, y)| = | f@), Fo, 
worn gp und w algebraische Functionen zweier Variabeln be- 
deuten? Sind g oder % mehrdeutige Functionen, so wird nur 
verlangt, dass die Gleichung (1.) fiir je enen irgendwie fixirten 
Werth derselben befriedigt ist. In Worten ausgesprochen 
lautet diese Frage: Wann lisst sich eine eindeutige Function 
einer algebraischen Function zweier Variabeln algebraisch aus- 
driicken durch die Funetionen der einfachen Variabeln? 

Zunichst ist unmittelbar klar, dass siimmtliche alge- 
braische, speciell also auch alle rationalen Functionen einer 
Gleichung von der Form (1.) Geniige leisten, und zwar fiir 


beliebige ~; denn f | v(a, y) | ist dann eine algebraische Func- 
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tion von # und y, und an Stelle der letzteren kann man 
dureh ein algebraisches Eliminationsverfahren f(x) und f(y) 
einfiihren. Es fragt sich nur, wann transcendente Functionen 
die Gleichung (1.) befriedigen; dabei wollen wir nicht vor- 
aussetzen, dass f(x) analytisch ist, jedoch von der Annahme 
ausgehen, dass f(x) fiir unendlich viele 2 den gleichen Werth 
annimmt, einzelne # etwa ausgenommen. Dann giebt es eine 
beliebige Zahl von Werthen y,, y., ... Yn, fiir welche 

(2.) Ks) =F 2) = ++ =fYn) = 4 

ist, ohne dass p(x, y,) = Y(x, y,) wird; die Erfiillung der 
letateren Bedingung macht deshalb keine Schwierigkeit, weil 
w(a,y) als algebraische Function nur fiir eine endliche Zahl 
von y-Werthen den gleichen Werth annehmen kann, wiihrend 
unendlich viele y zur Befriedigung von (2.) zur Verfiigung 
stehen. Ausserdem kénnen wir » so gross annehmen, dass 
es die Zahl der verschiedenen Werthe von @ iibersteigt. 
Wir haben nun 


[f@), 4] = flv, »)| 
(3. elf) a] = sv, »)] 


p[f(), a] = f|¥(@, m)]; 
wegen der zuletzt gemachten Annahme werden aber minde- 


stens 2 der in (3.) vorkommenden Werthe von elf (a), a| 
identisch sein, so dass wir etwa 


(4.) flv(@,¥)|=r[¥@ »)| 
erhalten. Betrachten wir nun (2, y,) und ¥(z, y,) als Func- 
tionen der einzigen Variabeln w, waihrend y, und y, nume- 
_rische Constanten sind, und schreiben fiir erstere ktirzer 
 -€,(@) und 4, (x), so wird aus (4.) 

f[&(@)|=f[m@)], 
oder, wenn wir « statt 4,(#) schreiben und mit (x) eine 


neue algebraische Function bezeichnen, deren Bedeutung un- 
mittelbar erhellt: 


(5) f|%, (@)| = f@), 
d. h. f(z) ist eme periodische Function. 


Rausenberger, periodische Functionen. 10 
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Wir haben also den fundamentalen Satz: 

Wenn eine eindeutige transcendente Function f(x), welche 
fiir unendlich viele x-Werthe den gleichen Werth annimmt, 
einer Gleichung von der Form (1.) geniigt, so ist sie periodisch. 

2. Ist f(x) eine Function von endlicher Vieldeutigkeit, 
so werden diese Betrachtungen nicht wesentlich modificirt; 
dagegen lassen sie sich nicht auf wnendlich vieldeutige Func- 
tionen ohne Weiteres iibertragen. Zu den letzteren gehéren 
auch die Umkehrungen der erstbesprochenen Functionen, und 
iiber diese beweisen wir folgenden 

Lehrsatz: Geniigt f(x) der Gleichung 


(6.) f|¥(@, »)| = e|f@), fa], 
so befriedigt die Umkehrung F(a) von f (x) e eme Gleichung der- 
selben Art. 

Beweis: Setzt man in (6.) F(x) statt x, F(y) statt y 


ein, so folgt, da {| F(2)| == 2 ist, 
f|v(F@), FW))| = 9 9), 


und wenn man von beiden Seiten die Function F(z) nimmt: 


(1) Firl¥(F@, FW) ||= +[F@), F@|=Flo@y], 
womit die Behauptung erwiesen ist. Dabei ist jedoch zu be- 
merken, dass die letzte Gleichung nur fiir eimen der unend- 
lich vielen Werthe von F(x”) richtig zu sein braucht. 
Beispiel: Aus der Trigonometrie ist die Formel 


tg 
igo -+y) = eet ee 


bekannt; aus derselben folgt 


ale ae 

i > ¢y- 
3. Hine allgemeine Umkehrung des Functionaltheorems — 

ist nicht zulissig; doch werden wir spiiter sehen, dass bei 
allen eindeutigen Functionen mit einfacher, linearer (d. h. nebst_ 
ihrer Umkehrung eindeutiger) Periode, die nur fiir eine endliche 
Zahl von Argumentswerthen, welche nicht durch die Perio- 


arctg a + arcte y = arctg 


e 
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§ 34. 
Die lineare Periodicitit. 

1. Wihrend wir bis jetzt zuliessen, dass in der Func- 
tionalgleichung 
(1.) f[%(@) | = f@) 
y = 9,(z) eine beliebige algebraische Function sei, dass also 
zwischen den Werthen y und x, fiir welche f(z) gleiche 
Werthe annimmt, eine algebraische Gleichung, die wir Perio- 
dicitatsgleichung nennen, besteht, wollen wir uns jetzt auf den 
Fall beschriinken, dass #,() nebst seiner Umkehrung _,() 
eine eimdeutige Function ist. Dies kann nur dann eintreten, 
wenn die Periodicitiitsgleichung in y und x vom ersten Grade 
ist, mithin die Form 


(2.) Ayx + By + Or + D=0 
hat, oder wenn bei anderer Wahl der Coefficienten 
b 
(3,) y= O(a) — tt, 
also y eine sog. lineare Function von x ist; a, b, é und d be- 
zeichnen hierbei beliebige complexe EreSe — Ks fragt sich 


nun, in welcher Weise die Periodicitit durch lineare Sub- 
stitutionen geiindert wird und auf welche Normalformen sich 
die Periodicitiitsgleichungen reduciren lassen. 

2. Ist F(x) =f le: (a) | und gentigt wieder /f(#) der 
Gleichung (1.), so haben wir, wenn wir die sich hiiufenden 
Klammern in der Folge theilweise weglassen*), 


F'o_1(«) = f(2), 
Fo_14, (2) = £8, (x) = f(x) = Fop_s(a), 
also, wenn wir g,(”) an Stelle von x setzen: 
(4.) F919, 9,() = F(a). , 
Die Function F(x), welche durch die Substitution 9, @) 
aus f(#) hergeleitet wurde, besitzt also die Periode pt, p, (x), 
oder, wenn (y, 2) == 0 die Periodicitiitsgleichung von f(z) 
bezeichnet, die Periodicitiitsgleichung v(9, (y), (2)) = 0), 


*) Wir bezeichnen durchgehends die k Iterirung von 4, («#) mit 
#,(2), die Kk Iterirung der Umkehrung @_,(x) von #, (x) mit & —4 (#)- 


5 10* 


-nommen zu werden braucht, da sonst ca® = 0, also ¢= 0, 
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Haben wir somit eine Function mit der Periode #,(ax), so konnen 
wir daraus eine andere mit der Periode p1%,9,(«) herleiten. 
Diese Betrachtungen miissen allerdings etwas eingeschriinkt — 
werden, wenn g,(“) oder m_1(x%) mehrdeutig ist; wihlen wir 
jedoch fir g,(#) wie fiir &,(#) lineare Functionen, so ist 
keinerlei Schwierigkeit vorhanden. — Wir nennen die doppelte 
Substitution, durch die wir aus einer Periode eine andere 
herleiten, Functionalsubstitution; dieselbe ist fiir die folgenden, 
sowie fiir viele andere Untersuchungen von fundamentaler 
Wichtigkeit. : 

3. Wenden wir auf y = @,(z) 1 82 Ph ae inedve 


ca +d 
mote an, in der a, B, y, 0 


Gréssen bedeuten, die wir noch in passender Weise bestimmen 
wollen, so haben wir 


Functionalsubstitution g,(v) = 


8x2 — 
g(a") = ae 


_ (aa + by)x + aB + bd 
LEU C3 oaks fy emer ee cp+da”’ 


also schliesslich 


Cc” =" = we 


, aad+b yd—caS—d By) x-+apPd-+bd0?—cp°—dBd _ 
©.) pay, (ee Me ee cn ee 
Wir wollen nun tiber a, B, y, 0 zunichst so verfiigen, — 
dass x aus dem Nenner wegfillt, und haben zu diesem 
Zwecke die Gleichung 
(6.) ef + (d— ajay —b77 = 0 
zu befriedigen. Da wir dies nicht durch gleichzeitiges Null 
setzen von a und y erzielen diirfen, weil sonst g,(«) zu einer 
Constanten wiirde, und auch nicht y allein gleich Null ge- 


d. h. #,(a) bereits in der gewiinschten Form sein gee $0 
kénnen wir (6.) durch y? dividiren und finden fiir — di ie 
quadratische Gleichung : = 


o) wae ae 97 aoe ae 
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za transformiren, von der wir bei der weiteren Umformung 
ausgehen wollen. 


Setzen wir jetzt y,(~) = ax + B, also p_1(#) = ae 
so erhalten wir 
p19, 9,(2) = 2% = scl im Be 
und wenn wir f so bestimmen, dass 
pB —B+n=0 

wird, also 

b=, 
nehmen, die erste Normalform der Periodicitatsgleichung: 

= (9.) Y = px. 


Diese ‘Transformation wird immer dann und nur dann un- 
mioglich, wenn p = | ist; in diesem Falle hat 9,(x) die Form 
y= u+n. 

Diese lisst sich noch insofern weiter transformiren, als wir an 


Stelle von mn jeden beliebigeu Werth m einftihren kénnen, 


. . NL * 
indem wir g, (x) = “m Wahlen; denn es wird alsdann 


p19, p,(“) =~ =(# + n) =a2-+ m. 


Nehmen wir ins Besondere m = 1, so ecengen wir zu der 
zweiten Normalform 


(10.) y=o+). |. 

4. Nachdem wir die Méglichkeit der Reduction jeder 2 
linearen Periode auf eine muitiplicatorische oder eine additive a 
_dargethan haben, stellen wir noch die vollstindig ausgerech- as 
-neten Formeln fiir diese Reduction zusammen. - 

a Holley = aa durch pp, (a) = tS aus Y= px 
- hergeleitet werden, d. h. mit 
ee 2 ee a 
; vy +e yuo 


identisch sein, so erhalten wir durch Coefficientenvergleichung, 
bei auf einen gemeinsamen Factor aller Coefficienten keine 
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a = pad 5( By, 

ee Bh 
Oe oe 

i Sonus 


und hieraus 
d—ap—= ad(1 — p’), 
dp peach Pima By ip), 


be = — aByd(1 — p)? 
und weiter, indem wir «Syd in doppelter Weise ausdriicken, 
(d — ap)(dp — a) pte be 
aps (tea p)" 
oder 
(12.) (d — ap)(dp — a) + be(1 + p)’ = 0 
oder ; 
F a? + d? + 2be i 
(13.) je fomaeee L0I SE 5 i i) 
also 
a® + d? + 2be + V(a? 4+ d? + 2bc)* — 4(ad — bo)? 
(14) BS Salina 2(ad — be) 
_@+a4+ 200+ VG — a + 4bea+ a 
Bee 2(ad — be) " 
__ @+a+2be+ (a+ d Va — dP 4 4be 
py 2(ad — be) 
na (@+a@?+@+a@ Va — d? + 4be 
uy Laps ad — be : 


Die Zweideutigkeit dieser Formel ist dahin zu erkliren, dass 
an Stelle der Periode p ebensogut auch = gewahlt werden 
kann; denn ist f |, (2) = f(x), so folgt auch durch Hin- 
setzen von @_4(«) fiir x: f(v) = /|9a(@)| und umgekehrt. 
In der That bleibt (13.) ungeindert, wenn man p mit ; 


vertauscht. 
Weiter finden wir 


fii St Oe 

San. — a? 
c 1 

(15.) YT y 
eS ap ek 

d= Lp=> p* a? 
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~ wiihrend « beliebig gewahlt werden kann. Fiir 


EC (a— da)? + 4be = 0 


a@+td@t2be  (a—~d?+2be+ 2ad 


3 
q ; Shae 2(ad— be) 2(ad — be) 


_ @— @? + 4be + 2ad — 2be __ al 
2(ad — be) 


Bind die Transformation unmdglich; wenn nicht Weerade 


7 9, (x) = w ist, haben wir dann auf y= «-+ 1 zu reduciren. 


a b. Soll y= ae mit 


+4 


a av 
" + ; eels fee 
_identisch sein, so haben wir 
a a= — ad + By — 99, 
b= — 83, 
as ee ea — 
a d= — ad + By + 76, ‘ 


eS: y=Ve wd 0O=)V—}; 

a] ; . 
ferner r durch Subtraction der ersten von der vierten Gleichung mae > 
is d—a=2y0 


d—a=2V—be bes 


. ie — d+ 4be=0. 
- folgt aus der ersten Gleesang 


patteey to 


der vierten 
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fap aV—b _d+ay—b aay 
B ie Ve a V—0b Ve V ? 
we ; 
( ) = Ve, 
d6=V)V—bd. 


Die Vorzeichen von Y~—t und Ye konnen beliebig an- 
genommen werden, sind aber dauu fiir die simmtlichen Glei- 
chungen (17.) festzuhalten. 

5. Wir wollen nun weiter beweisen, dass die beiden 
Normatfille der linearen Periodicitit nicht allein durch keine 
lineare, sondern auch tiberhaupt durch keme algebraische 
Transformation in einander tibergefiihrt werden konnen. 

Wire nimlich z= y,(”) eine algebraische Function, 
welche durch die wreductible Gleichung F(z, x) =O definirt 
sein mdge, so beschaffen, dass sie als Fun¢tionalsubstitution 
in die Gleichung y=a2+ 1 eingesetzt dieselbe in y = pa 
iiberfiihrte, so miisste 


v1 (y) = ¥,(%) +1 


durch y = px befriedigt werden, so dass wir hatten 


Y, (px) = v,(@) + 1. 
Diese Relation kann aber, wenn wir zur definirenden Glei- 
chung I(z,7) =O zuriickgreifen, auch so ausgedriickt werden: 
die Gleichungen F(z,x)==0O und F(z¢+ 1, px) =O sollen 
fiir tibereinstimmende « durch ein gleiches z befriedigt werden. 
Da aber voraussetzungsmissig F(z, 2) = 0 irreductibel ist 
und (zg -+ 1, px) = 0 von dem niimlichen Grade in z und x 
sein muss wie jenes, so folgt, dass F(¢, x) und F(z-+ 1, px) 
bis auf een constanten Factor C identisch sind*). Seien 
nun etwa die héchsten Glieder in Bezug auf z von F(z, x) 
nach fallenden Potenzen von x geordnet: : 


(aya + aga» 4+ +--) a8 (ba + bya ++) one, 


*) Hine irreductible Gleichung F(z, x) = 0 kann mit einer andern 
keinen Factor gemeinsam haben, der z oder x enthilt, da dieselbe nach 
der Methode der Aufsuchung des gréssten gemeinsamen Theilers aus 
beiden Gleichungen auf rationalem Wege gefunden werden kénnte, 
woraus dann folgen wiirde, dass F(z, oH in rationale Factoren zerleg- 
bar wiire. — . , 
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so hatten wir fiir beliebige x und z die Gleichung zu be- 
friedigen: 
(@ + IAaprat + ayprar + ++) 
+ (2 + LF *(b, pa + by peas 4 + ce: 
= C[#* (a, 2 + aga” + +++) + 2k (0, ae + bam LE - Shae pale 
Nach Entwicklung der Potenzen von ¢-+ 1 ergiebt aber die» 
Coefficientenvergleichung der ersten Glieder mit 2° und 2: 
a,p" = Ca,, also, da wir a, als Coefficienten des héchsten 
Gliedes als von Null verschieden annehmen miissen, 
Cae 
ferner 
Rapier  aypra" +e] + dpa + byprar fo 
= O(b,a + bya + ---), 
Diese Gleichung kann fiir beliebige # nur statthaben, wenn 
auf beiden Seiten gleich hohe Potenzen von x vorhanden sind, 
wenn also etwa 7, = s, ist; dann haben wir 
ka,p™ + bp" = Cb, 
oder 
ka,p™ + bp = pb, 


ka, +b, =6,, 
eme Gleichung, die in keiner Weise zu befriedigen ist, da 
kK und a, nothwendig von Null verschieden sind. 
6. Weiter haben wir noch zu untersuchen, wie weit sich 
eine multiplicatorische Periode durch eine algebraische Sub- 
stitution im eine andere derselben Art transformiren lisst. Sei 
#=4,(x) eine algebraische Substitution, welche y = px in 
y = qv tberfiihrt und durch die irreductible Gleichung 
F(¢, x) = 0 definirt ist. Dann muss ¥,(y) = py,(a) durch 
y = qe befriedigt werden, so dass wir haben y, (qx) = py, (a); 
oder F'(pz,qz)=0O muss mit F(z, 2) =0 eine gemein- 
schaftliche Lésung haben, d. h. bis auf eine multiplicatorische 
Constante mit ihm tibereinstimmen. Sind 
| A, 2% + a, gra 1... 
einige Glieder von F(z, x), so haben wir zu setzen: 
A, pg 2H" + Ay pig aa vee 
= Ca,2 0 + Ca,z>7 + ---, 


oder 
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und es ist eine Gleichung von der Form 

ap’ gq? = Ca 
zu befriedigen. Ist nun a von Null verschieden, so ist 

C= Pe; 

eine andere dieser Gleichungen, etwa 

apy = Ca, 
lasst sich nur dann befriedigen ohne auch a’ = 0 zu setzen, 
wenn 

we = pe. 
ist; alle tibrigen Glieder miissen nothwendiger Weise ver- 
schwinden, da zwischen p und q keine weitere derartige 
Gleichung mit anderen uw und v mehr. méglich ist. Die Glei- 
chung F(z, x) = 0 wird also lauten 


aga + a 2a = 0, 
oder kiirzer 
a = coh 
oder 
ae 
2=cx*, 


wobei k, und k ganze, positive oder negative Zahlen sind. 
Wir fiihren durch diese Substitution y= pa iiber in | 


oder 


ll Be A ha i ee | w 


Man kann also y= px nur dann und immer dann in- 


y = q« durch eine algebraische Substitution verwandeln, wenn — 
gq ee rational gebrochene, positive oder negative Poteng von p ist. 


2 %, Die Periode y= a-+ 1 liefert durch Iterirung und > 


Umkehrung y= «+ k, worin k eine positive oder negative | 


ganze Zahl bezeichnet; keine diese Iterirungen fihrt zu dem — 
pacer te we a ae so ann mee were n 
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|p| <1 annehmen, ohne hierdurch die Allgemeinheit zu beein- 
trichtigen, da wir an Stelle von y = pa auch y = = setzen 
koénnen und A > 1 ist, falls |p| <1 ist. 

8. Ist |p| 1, aber p keine genaue Kinheitswurzel, also 
p = cos 2rm + isin 2ra, 


worin r eine irrationale Zahl bezeichnet, so ist leicht zu be- 
weisen, dass die Potenzen von p jeden Werth mit dem ab- 
soluten Betrage 1 mit beliebiger Anniherung darstellen. Denn 
zunachst sind die unendlich vielen Werthe 


p* = cos 2kra + isin 2khra 
alle von eimander verschieden, weil aus 
cos 2hra + isin 2kra = cos 2h,rm + isin 2h,rx 
folgen wiirde (¢ ist eine ganze Zahl) 
kr =kr+t 
oder 


t 
Sots Cae 
d.h. » rational. Da sich aber diese unendlich vielen ver- 
schiedenen Werthe auf eine endliche Strecke, niimlich auf eine 
mit dem Radius 1 um den Nullpunkt beschriebene Kreislinie 
vertheilen, so kénnen sie nicht siimmtlich um endliche Gréssen 
verschieden sein; es muss also ein p* von einem p* um eine 
beliebig kleine Grosse, d. h. p*~* beliebig wenig von 1 ver- 
schieden sein. Die Potenzen von p*—\ werden dann alle auf 
jenem Kreise gelegenen Zahlen mit beliebiger Naherung dar- 
_ stellen. Soll nun eine analytische Rutction: {(#) so beschaffen 
sein, dass /(px) = f(a), also auch f(p'x) = f(a) ist, so 
ae f(x) fiir unendlich viele wnendlich benachbarte Werthe 
von #, die sich zu Linien zusammenreihen (niimlich zu Kreisen 
mit den Radien |x|), den gleichen Werth haben. Bedenkt 
man aber, dass eine analytische Function durchaus stetig ist 
dass sie also auf einem unendlich kleinen Intervalle keine 
endlichen Schwankungen ausfiihrt, so kann man schliessen, 
dass f(#) auf jedem solchen irene also nach § 23, 1 iiberall 
_ constant ist. Hine Periode y= px, wobei |p| = 1, aber p 


? 
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keine genaue Hinheitswurzel ist, kann also bet analytischen 
Functionen tiberhaupt nicht vorkommen., 

9. Ist in y= 9%,(%) = pa die Grésse p eine genaue 
n® primitive Hinheitswurzel, so ist %,(”) = p"x =a; wir 
haben es also mit einer riickkehrenden Periode zu thun, die 
auch bei algebraischen Functionen auftreten kann. In der 
That besitzt 

f(@) = a" 


diese Periode, und es ist leicht zu erweisen, dass man die— 
allgemeinste eindeutige Function dieser Art in der Gestalt 


(18.) f(a) = F(a") 


darstellen kann, wenn F(x) eine beliebige eindeutige Function 
bezeichnet. Substituirt man namlich in f(z), welches der 


Bedingung f(px) = f(x), p" =1 geniigt, y= 2", also v= Vy; 
so ist f (Vy) = I'(y) eine eindeutige Function von y, da durch 
die verschiedenen Wurzelwerthe von VY; die sich nur um 


Potenzen von p unterscheiden, (Vy) nicht mehrdeutig ge- 
macht wird. Durch Wiedereinsetzung von x” fiir y erhalt 
man das behauptete Resultat. Meet ts 


10. Aus dem Vorhergehenden ist ersichtlich, dass sich 
simmtliche linearen Perioden, welche nach einer nmaligen 
Iterirung zum Anfangswerthe zuriickfiihren, aus der Normal- 
form y = px, p" = 1 durch eine lineare Transformation her-— 
leiten lassen; die allgemeine Form derselben ist daher durch 
die Gleichung . 


ay +B ew 
: 1 “pe ye +o 


bestimmt, aus der folgt: . ¢ 


Pe By)x — Bd —p) 
ay(l — p)w + ad — Byp ” 


==, + = b gesetat wird, 


a 
oder, wenn 7 
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- und wenn weiter (auf das Vorzeichen von p® braucht keine 
Riicksicht genommen zu werden) 


Qh pois eer 
Pie COR Se Silt jt 


also 


ve ka ka 
ih econ = St isin =, * = cos = — isin ~™. 


gesetzt wird, 


(acos** +a sin — bcos — + ib sin**) x + 27 sin ie 
; EDiohsin 2 + acon = asin = peo Map sin ni 
l(a — b) cos *™ + i(a + girs a}? +4 Qi sin © — 
— Ziad sin w + (a — b) cos *™ = ta + 6) sin — tx 
oder, wenn endlich 
: a+b=2r, 
a—b= 2is 
i genommen wird, ze: 
7 (. cos id + r sin 12), -++ sin be A 
i , ee 
ee AeA SEAL cn REL wetarnie 5) 
oder atk ay. 3 
Sees (s+ rtg4#)o+ tg (seoig ** 4r)a41 | te 
= : = : Sale 


Ss 19. L/S a a 
° (48) tg8™ ofs—rig © —(r°$8)0-f-scotga —r 


Wir ‘haben nach der durchgefitlurten Untersuchung drei 
2 Normalformen linearer Perioden: 

| y= x +1; 

y= pe, est ~ 
ane t BS i. 
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keine genaue HKinheitswurzel ist, kann also bei analytischen 
Functionen viberhaupt nicht vorkommen. 

9. Ist in y=9,(v) = pax die Grosse p eime genaue 
n® primitive Hinheitswurzel, so ist O,(w)=p"x% =a; wir 
haben es also mit einer riickkehrenden Periode zu thun, die 
auch bei algebraischen Functionen auftreten kann. In der 
That besitzt 

fle) = 2" 


diese Periode, und es ist leicht zu erweisen, dass man die — 
allgemeinste eindeutige Function dieser Art in der Gestalt 


(18.) {(@) = F(a") 


darstellen kann, wenn F(x) eine beliebige cindeutige Function 
bezeichnet. Substituirt man nimlich in f(x), welches der 


Bedingung f(px) = f(a), p" =1 gentigt, y= 2", alsow=YVy, 
so ist (V y) = Fy) eine eindeutige Function von y, da durch 


“is 
ae Ne: aaa yg time 
s, die verschiedenen Wurzelwerthe von Vy, die sich nur um 


Potenzen von p unterscheiden, (Vy) nicht mehrdeutig ge- 
macht wird. Durch Weedarcideerent von w” fiir y erhalt 
man das behauptete Resultat. 


Sy 


10. Aus dem Vorhergehenden ist ersichtlich, dass sich | 
siimmtliche linearen Perioden, welche nach einer nmaligen — 
Iterirung zum Anfangswerthe zuriickfiihren, aus der Normal- — 
form y = pz, p" =1 durch eine lineare Transformation her-— 
leiten lassen; die allgemeine Form derselben ist daher durch — 
die Gleichnats ; 


8 TPO av +6 
! yy to” a+ 
bestimmt, aus der folgt: 


_ (ep — By)x — BOA a 
ey (1 — pes + ad — pyp’ 


, a y ; - 4 
oder, wenn Fae eke ae b gesetat wird, 
alta Siete . i, cae . 
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und wenn weiter (auf das Vorzeichen von p* braucht keine 
Riicksicht genommen zu werden) 


Qha bop cen ya) fers 
A arg ok ere 


also 


ee ee = kn ates An , _ ka 
—- i = Sra Sty —— 
sae n ar n? 2 n n 


gesetzt wird, 


(acos** + ia sin~* —beos*™ + ib esa): ages 27 sin ae 
f ie 


fetter putes 3 
— 2iabsin—* « + (a — d)cos *™ — i(a + b) sin *™ | | . 


—— 


oder, wenn endlich 
a-+b=2r, 


a — b= 2is 


-genommen wird, 
ku . ka . ka 
& COS: —— fin) a = sn 
( ok: a F sin = 


— (r? + 8”) sin <= @ + $008 <= — resin 


kn 


oder 
4 (etre e+ (seots** +r) 41 oH 
=e +s?) tg a a-+s—rtge ae —(7?-+s*) +s cotg re 1 ‘ 


* Se Wir. “haben nach der durchgefiihrten Untersuchung drei 
4 ‘ormalformen linearer Perioden: 
a  y=a+; | 
e a y= pe, |p| <1; rin 
‘ “ y= pe, p a 1. . 


tigen = | 
ss eae melfecer Pesioden, i bei et oo ‘i 
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sowohl f(+ Ya) als auch f(-— Ya) mit f(a) itbereinstimmt, 
oder ob wir es als geniigend betrachten kénnen, wenn eine 
dieser Gréssen f(x) gleich wird. In unserem Falle leuchtet 
das Erstere unmittelbar ein, sofern sich nimlich die Va- 
riabele x in f(#) tiber einen geniigend grossen Theil der 
Ebene der complexen Zahlen ausdehnen darf; denn aus 


f(«) = f(a?) folgt durch Einsetzen von + Ya fiir a, dass 
f(+ V2) aS ales Va)’) = f(x) sein muss. Diese Schluss- 


weise wird indessen hinfillig, wenn die Periode y = #,(z) 
eine nebst threr Umkehrung mehrdeutige irreductible algebra- 
ische Function ist. Wir wollen daher bei unserem Beispiele 
eine Betrachtungsweise durchfiihren, die sich auch auf diesen 
allgemeineren Fall anwenden lisst. Machen wir die be- 
schriinkende Voraussetzung, dass f(a) eine analytische Fune- 
tion ist, die sich iiber die ganze Hbene, einzelne Punkte 
ausgenommen, ausbreitet, und nehmen ‘an, dass nur 
f(+ Vx) = f(a) sei. Um den Zweig + Ya bestimmter zu 
fixiren, wihlen wir einen Punkt x, und setzen das zugehorige 
+ Vx, fest, so dass also f(+ Va,) = f(a,) ist. Lassen wir 
nun £ von #, ausgehend eine continuirliche Reihe von Werthen 
durchlaufen, ohne durch einen der singuliren Punkte von 
f(x) oder f(Vx) zu gehen, so wird, da beide Functionen nicht 
plétzlich ihren Werth iindern kénnen, die Ubereinstimmung 
(Vx) = f(x) fortwihrend stattfinden. Nach § 18, 2 kann 
man aber die Variable x immer so fiihren, und zwar auf un- 
endlich vielen Wegen, wodurch eine Vermeidung der singu- 
liren Punkte stets méglich ist, dass bei der Riickkehr von 
xz wu a, die Function + Ya, in — Vx, tibergegangen ist. 
Wir schliessen hieraus, dass auch f(— Vz) = {(&) sein muss. 
— Ist f(x) eine Function, die blos fiir einen beschriinkten 
Theil der Ebene der complexen Zahlen eine analytische Be- 
deutung besitzt, so sind diese Schliisse unzulissig. 

Aus f(+ V2) = f(— V2) folgt dann durch Anderung — 
der Variabeln f(a) = f(— ~), und wenn man beachtet, dass 
fir {(V2), f(V%) u. s. w. dieselbe. Schlussweise wiederholt 
werden kann, so kommt man schliesslich zu dem Resultate, 


« ‘+ 
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dass f(a”) f(a”) sein muss, wenn «@ eine 2* Binheits- 
wurzel, i eine beliebig grosse, positive ganze Zahl bedeutet. 
Da nun fiir unendlich grosse & diese Einheitswurzeln eine 
unendlich dicht zusammengedringte Punktreihe darstellen, so 
Schliessen wir wie in § 34, 8, dass f(x) eine Constante sein 
muss. — Dieselbe Schlussweise ist auch fiir die Periodicitits- 
gleichung y = x” zulissig, wihrend sich im allgemeinen Falle » 
die Sache complicirter gestaltet. 

Wir sprechen das (erst unvollstiindig bewiesene) Re- 
sultat aus: 

Perioden, welche nicht nebst ihren Umkehrungen eindeutig 
sind, kinnen bei analytischen Functionen, deren Variable sich 
liber die gange Ebene der complexen Zahlen, isolirte singuldre 
Punkte ausgenommen, ausbreitet, im Aligemeinen nicht auftreten. 
Bei Functionen anderer Art kinnen sie vorkommen. 

2. Von den Ausnahmen, die der letzte Satz erleidet, sind 
besonders zwei hervorzuheben: 

a. Wenn die Iterirungen von @,(x2) und 9, (#) nicht 
tiber jeden endlichen Grad vieldeutig werden (wie dies bei 


k 
Va der Fall ist, das fiir k = co unendlich vieldeutig wird),. 
sondern sdéimmtlich einen endlichen Grad der Vieldeutigheit nicht 
liberschreiten, so tritt die obige Schwierigkeit nicht ein. Es 
lasst sich beweisen, dass dies immer und nur bei solchen Peri- 
oden statthat, die aus einer linearen Periode durch eine rationale 
Functionalsubstitution hergeleitet werden kinnen*). 

Ist beispielsweise 
- F(a + 1) = F(2) 
und setzen wir 
. f[(@) = F@’), 
So lautet ,(«) fiir /(«) 
9, (7) = Ve? + 1, $a 
und wir haben 3 


8,1) —VVe + 1) $1 ye $3 


*) Der Beweis hierfir wurde vom Verfasser in der Abhandlung: 
»Lheorie der allgemeinen Periodicitiéit im 18. Band der Math, Anna). 


Rausenberger, periodische Functionen. 
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und allgemein 


a. (2) = V2? + k, 
B_.(”) = V2? — k, 


so dass sammtliche Iterirungen von #;(%) zweideutige Fune- 
tionen sind. 

Macht man bei einer eindeutigen Function mit linearer 
Periode eine mehrdeutige algebraische Substitution, so erhialt 
man in den meisten Fillen eine mehrdeutige Function, fiir 
die die vorhergehenden Schliisse iiberhaupt nicht zulassig 
sind. Es sei bei dieser Gelegenheit bemerkt, dass § 34, 13 
auf Functionen mit mehrdeutiger Periode keme Anwendung 
findet. 

b. Es kann auch vorkommen, dass #,(”) oder O(a) 
beliebig vieldeutig werden, dass jedoch ihre Werthe bis auf eme 
endliche Anzahl mit solchen friiheren Iterirungen zusammen- 
fallen; auch dann treten die friiheren Hindernisse nicht ein. 
Ist. beispielsweise 


ferner 


9,(z) =(1 + V2)’, 
9, (a) = (1+V0 +472), 


8,(«) =(2+V2) und (x) =a, j 

9;(2) =(3 LVa) und 4,(x) = (1 + V2) | 

u. S. W., 

so dass bei jeder neuen Iterirung nur zwei newe Werthe hin- 

zukommen; die negativen Iterirungen stimmen mit den posi- 
tiven iiberein. 

3. Wir wollen nun noch den Nachweis fiihren, dass 
jede riickkehrende algebraische Periode y = %,(x), die also 
der Bedingung ®,(x”) = x geniigt, durch eine algebraische Fune- 
tionalsubstitution aus y= ax, worin a cine n® Einheitswurzel 
bezeichnet, hergeleitet werden kann. Dabei ist durchaus fest- 
zuhalten, dass wir siimmtliche vorkommenden Relationen als 
befriedigt ansehen, wenn dies durch einen Werth der darin — 
auftretenden mehrdeutigen Functionen geschieht. 

Dass wirklich jedes 


9,(x) = p_1409,(x) 


so haben wir 


also 


. 
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die yerlangte Bedingung befriedigt, leuchtet ohne Weiteres 
ein; denn es ist 
Bn (2) = P10G, Pay, P10 g, --- preg, (2) 
= P10" G (2) = G19, (@) = &. 

Um nun auch zu zeigen, dass alle $,(x), fiir welche oa) — 2 
ist, aus y — ax herleitbar sind, geben wir eine Transforma- 
tion wirklich an, welche das Verlangte leistet; eine solche ist 
"Oy (") = @ + a", (x) + a9, (2) = <P oth, 4 (2). 


Fiihren wir niimlich dieselbe in y = ax ein, so wird daraus 


pi ly) = ag, (a) 
oder 


YP (Y) a 28, (y) + +--+ 0H n1 (y) 
= ale + a8, (x) + a? 9, (@) +--+ ons (x)]. 
Kine Lésung dieser Gleichung ist in der That y = 8, (x); 
denn durch Kinsetzung dieser Grésse wird daraus die Identitiit 
9,(2) + &9,() + @2,(x) +--+ aw 
= ale + a" 9, (x) + a", (2) + +--+ ay (a)]. 
Diese Substitution ist nur dann unbrauchbar, wenn 9, (2) 
identisech zu einer Constanten ¢ wird. Setzen wir in Q, (2) 
als Argument ®,(“) ein, so wird daraus 
®, (2) + a 8, (#7) + a” "9, (a) +--+ oe = GH, (2) =a, 
so dass ¢ = ac, also c = 0 ist; y,(«) verschwindet in diesem 
Palle identisch. Wir wihlen alsdann an Stelle von 9, (x) die 
_ Substitution 
Q; (“) = a £9, (x) + a" 29, (@) + --- 
HP ah ah By, (20) 9%, (@) +» ++ 
= D/P +9, (2) (0), 

worin die Summation iiber alle von einander verschiedenen 
%, und k, von Null bis »—1 auszudehnen ist (dabei ist 
O(a) = #), und man tiberzeugt sich leicht wie oben, dass 
durch dieselbe y = ,(#) aus y = a*x hergeleitet wird. Falls 
auch dieser Ausdruck identisch yerschwindet (eine von Null 

yerschiedene Constante kann er wieder nicht sein), so leiten 

vir y= 9,(a) durch die Substitution 
1" (a) = Debby, (0) 4,() 94 (0) 
; TEx 


4 
‘ 
: 
; 
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aus y = ax her u. s. w. So kénnen wir weiter gehen bis zu 


p,"—*)(a) _ > ee Dab ky Dy (x) Oy, (x)-- Oi, 4 (2). 
Sollte auch diese Substitution wie alle vorhergehenden zu 
Null werden, so wollen wir #,(z) dadurch bestimmen, dass 
wir eine Gleichung bilden, welche die » Lésungen 

x, av Dy (2), a? De (2), + OOn 4 (2) 
besitzt und lautet 
(X—«) (X— a" 9, (2)) (X—a"* 8, (2) --(X—a 4 (2))=0. 
Multipliciren wir dieselbe aus, so nimmt sie nach bekannten 
Regeln die Gestalt an: 
X" — , (a) XX" + gy, (w) X”* —---- + p,* (4) X— O(a) — 9, 
worin ®(s) eine noch unbekannte Function bezeichnet. Da 
aber voraussetzungsmissig 

p1(%) = 9 (x) = 9" (z) = --- = gp” (az) = 0 

ist, so geht die Gleichung in 
X"— O(2) =0 oder X= VOG(a) = ax(z) 
liber. Geben wir & alle Werthe von 0 bis » — 1, so miissen 
wir fiir X die 1 Werthe 

“, ar, (x), a”? F(Z), ee Le (7) 
erhalten. Sei etwa 

2==ery(%) und a9, (2) = a’z(z2), 
so folgt durch Elimination von 7(z) ; 
o,(Z) ae yee a tn x, 

d. h. #,(z) hat bereits die gewiinschte Form. 

Es braucht kaum hervorgehoben zu werden, dass man auf — 
diese Weise alle Perioden #,(«) erhilt, fiir die %,(a) = a ist, — 
gleichgiiltig, ob schon fiir em k <n (x) = = ist oder nicht. 
Soll #,(a#) die erste Iterirung von @,(x) sein, die zu x zu- 
riickfiihrt, so muss in y = az, aus dem %,(x) hergeleitet ist, 
a prumtw sein. 

4. In dem besonderen Falle, dass #,(”) = sein soll, 
haben wir @ = — 1 zu setzen. Wir erhalten dann fiir 
y = %,(x) die Gleichung 


91 (y) = — 9, (2) 
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oder 

Pi(y) + H(z) = 0, 
d.h. eme im y und x symmetrische Periodicititsgleichung. 
Dass auch das Umgekehrte gilt, leuchtet ohne Weiteres ein. 


§ 36. 
Construction periodischer Functionen. 

1. Um eine Function mit der Periode y = 9,(z) herzu- 
stellen, kann man das folgende, fiir den einfachsten Fall 
guerst von Herrn Appell*) angegebene Verfahren anwenden. = 
Bezeichnet f(x) irgend eine geeignet gewiahlte, in dem in 
Betracht kommenden Gebiete eindeutig definirte Function, so z 
wird jede symmetrische Function F(x) der unendlich vielen ae 
-Grossen ’ 3 
) (i) é (=), F(%:(@)), fF), F(3(2)), 

F941), (2s@), f@s@), --- 
eine Function mit der Periode y—4,(%) sem, wenn nur 
das Aggregat innerhalb gewisser Grenzen einen endlichen, 
bestimmten Werth repriasentirt. Die unendliche Reihe und 
das unendliche Product, die man aus den Functionen (1.) 
formiren kann, sind specielle Faille hiervon. Diese Methode 
ist sehr weittragend und namentlich auch zur Construction 
solcher periodischen Functionen geeignet, deren Argument sich ie 
a fiber einen beschrankten Theil der Ebene ausbreiten ~t% 
darf; allein sie kann nicht als naturgemiiss angesehen werden, soem 
ia in der passenden Wahl von f(x) immer eine grosse Will- 
kirlichkeit liegt; wir werden spiter andere Methoden zur 
erstellung der allgemeinsten additiv und multiplicatorisch 
periodischen Functionen anwenden. Hier mégen verschiedene, 
vo! salar Appell nicht behandelte Beispiele Platz finden. 

_ Beispiel 1. Um eine Function F(x) mit der multiplica- 
rischen Periode y—pz, |p|<1 wm bilden, konnen wir 


eg annehmen und erhalten 


F(z) =f() + fp2) + fr") + 


4 3 3 +1(F jar@en 


eins, S078 3 POT. Note de M. Appell 
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ety peetifeetieet~ 


des = we 
5 2 p> 
+? +P +e +> 
1 ry a 1+ — 
op pa px 
=ipet+itee tite trterts 
cs igs se 
x av x 
= p? op pt = p® ae 
Lay 1+ "3 = 


Dass beide Theile dieser Reihe fiir beliebige endliche w, durch 
die keiner der Nenner zu Null gemacht wird, convergiren, 
ergiebt sich ohne Weiteres aus dem Cauchy’schen Kriterium. 


Beispiel 2: Hine Function F(a) mit der Periode y = a” 
kénnen wir mit Hilfe von f(#)=a#(% — 1) bilden; wir 
haben 


(3.) F,(#) = 201 — 2) + a — a) + 2°11 — 2”) 
+o am) f-. 


+ Va(t —V2) + Volt — Va) + Volt —'V2) +, 
wobei die Beschrinkung zuzufiigen ist, dass 7 eine durchaus 
positive Gahl bedeuten soll, die kleiner als die Hinheit ist, 
und dass auch fiir die vorkommenden Wurzelgréssen immer 
deren reelle positwe Werthe gewihlt werden sollen; aus 
§ 35, 1 wissen wir ja, dass keine analytische Function der 
gewtinschten Art existirt, deren Argument sich tiber die 
ganze Ebene verbreitet. Die Convergenz von (3.) ist eben- 
falls mittelst des Cauchy’schen Kriteriums zu erweisen. Fiir 
den ersten Theil haben wir 
RONDE git ee ad ko eee 
= SS et) 

Mey a 4 — fio és) te : 


fiir den zweiten aber ist 


oi wf 
He Vet Va Vay 1—Va_ 
Pet i i sag at i a 
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ott 
oder, wenn Vx =a gesetzt wird, 
1 


Ut, 1—a on 
Uy, 1— a” tea, | gh? 


w+ 


oder, da sich Vx der Grenze 1 nihert, 
Wott Sy 1 


Setzen wir pcre! w= 2, so ist 
(4) Fj) =@—2) + (a? — at) + (at — 2) a oh 
+ (oe — a) 4 (ot — a) + (ot — ) 


Bit) 4 Ge 2) 


1 Ne 

= geet ea is x . es 

so dass also fiir »= 2 die Entwicklung keine eigentliche . 2 
me 2 


periodische Function liefert. Man kann dann z B. /(a) 
dureh 2(1 — «) ersetzen und erhilt die unter den gleichen 
Bedingungen convergente Reihe 


(6) B@="l—a)+70—a*)+e80—04+- 
| cee ote oe 


-Beispiel 3. Um auch zu zeigen, wie ein unendliches \ i ~ 
Product zur Bildung periodischer Functionen benutzt werden 
kann, nehmen wir bei der Periodicititsgleichung y = pa, 


lel =, f @= = te und finden, indem wir zur Erzielung 
ieee rae P & 


Convergens die beigefiigte Constante a in leicht ersicht- 
x Weise verwenden, 


Be FO) laa) F"9) (GHEE SE & 
. g ite. itge (14 pte iy 

i+pte - a x “tt phe 
ae a+% fgg tas 


: +5 gt 
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14+pie 14+pte 14 pre 
eS ee 


. 
~“ 


3 5 
1 PE ry J See 


x x x = 


ein Product, dessen Convergenz fiir beliebe endliche x (ausser 
ieee Emapit by Seri! aie cies ¥ 

+ 3 3 4d i 
le a eT LEP Ce er 6G oa = ae 

/ p? p? p? 


aus der Convergenz der Reihen 


Le Oe ae 


lol? + [oe + lpi te * 


und 
folet (§ 11, 2). 


§ 37. 
Geometrische Reprasentation der Periodicitat. 
1. Besitzt die eindeutige Function f(a) die Periodicitits- — 
gleichung y = 0,(#), so nimmt f(x) fir die Punkte \ 
x, O(a), 9, (2), O,(x),-++, 1(«), d2(@), d_s(2), 4 
den gleichen Werth an; man sagt, dass diese Punkte corre-_ 
spondiren oder dquivalent sind. Hs liegt nun nahe, die Ebene ~ 
der complexen Zahlen derart in Parcellen zu zerlegen, dass 
keine zwei Punkte ein und derselben Parcelle ‘quivalent — 
sind, dass dagegen immer je zwei Punkte verschiedener Par- 
cellen diese Kigenschaft besitzen. Diese Parcellirung ist fiir q 
einfache Perioden sehr einfach, complicirter, aber auch bei 
Weitem wichtiger bei mehrfachen Perioden; die Wahl der — 
Grenzen der einzelnen Gebiete lasst ies pena 
en eT zu. 
- 2. Um die Eintheilung fiir die Baie y= =, ie = ms 
herzustellen, wiihlen wir als fee irgend 
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der ersten Linie einen Punkt y= %,(“) =a2 +k entsprechen; 
die so erhaltenen Punkte reihen sich zu neuen Linien zu- 
sammen. Man construirt auf diese Weise ein System von 
unendlich vielen parallelen Geraden,, welche auf der Abscis- 
senaxe senkrecht stehen und den Abstand 1 besitzen. Die 


Fig. 16. 


Parallelstreifen, in welche diese Geraden die gesammte Ebene 
zerlegen, haben, wie unmittelbar einleuchtet, die Eigenschatt, 
dass in keinem zwei iiquivalente Punkte liegen, wihrend je 
einem Punkte eines Streifens in jedem andern ein und nur 
ein Punkt entspricht*). Fir die Punkte, die in einem Streifen 
liegen, nimmt f(x) alle Werthe an, die es tiberhaupt annimmt. 

An Stelle des eingefiihrten Systems von Geraden hiitte 
man mit gleichem Erfolge irgend einen anderen Complex 
paralleler Geraden wahlen kénnen, von denen je zwei den 
in der Richtung der Abscissenaxe gemessenen Abstand 1 
besitzen; die Richtung dieser Geraden -ist ganz willkiirlich, 
abeeeten davon, dass sie mit der Abscissenaxe nicht parallel 
sein diirfen; man sieht auch, dass man statt der Geraden 
iieaentache andere, pene ins Unendliche laufende~ 
Curven zu Herein hatte benutzen kénnen. Unter allen 
Umstinden aber sind die Begrenzungen parallele Lnnien, 
die den im der Richtung der Abscissenaxe gemessenen Abstand 


*) In Betreff der Punkte, welche auf den Grenzlinien selbst liegen, 
kann man festsetzen, dass sie zu den Streifen zu rechnen sind, auf 
deren rechter (oder tinker) Seite sie liegen. Ahnliche Gelbimriupyen 
sind in allen bak Fallen midglich. 
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1 besitzen; man kann sagen, dass sich dieselben scimmtlich im 
Punkte « = co unter einem Winkel von O° schneiden. 
3. Lautet die Periodicitiitsgleichung y = px, |p| <1, 
so wahlt man zur Parcellirung am zweckmissigsten eine — 
Schar von Kreisen, die den Nullpunkt zum pee haben 
| . und deren Radien resp. 7, pr, p’7, p’r,- es rte ++ sind; | 
y kann ganz willkiirlich angenommen werden (s. Fig. 17). 
Um den wesentlichen Unstetigkeitspunkt # = 0 driingen sich 


a 


| Fig. 17. 


diese Kreise unendlich dicht zusammen, und das Gleiche 

kann man auch fiir #7 = oo annehmen. Auch ler darf ma n 

die Kreise durch sehr mannichfache andere geschlossene Curven 

ersetzen, die aus einer derselben durch Abbildung mittelst y = p*a 

hervorgehen. Das Charakteristische fiir diese Curven ist, d 

sie sich niemals schneiden. 
4, Fiir die Periodiciti: fitsgleichung y= pa, p= 


wir eine geeignete Gebietseintheilung, wenn wir von x 
i | 


aus ” oe die oe Manish vou ee mit e ‘in 
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im Unendlichkeitspunkte unter Winkeln von ae schneiden und 


die aus einer. unter ihnen durch Ab- 
bildung mittelst y = pka hervorgehen. 
5. Wird flp,(@)] = F@) an 
Stelle von f(a), also die Periode 
Y = 9-19, 9,() an Stelle von 9,(%) —--.----.> 
gesetzt (g,(x) sei linear), so erhilt 
man die neue Gebietseintheilung aus 
der alten, indem man die erstere durch 
 ¥ = ¢,(a) auf einer neuen (oder, wenn 
man will, auch auf derselben) Hbene Bie 
abbildet, wobei die Abbildungsgesetze von § 23 zur Geltung 
kommen, so dass also die Winkel bei dem alten und neuen 
Systeme die gleichen sind. Ohne auf diesen Gegenstand hier 
- naher einzugehen, sei nur bemerkt, dass die neuen Gebiets- 
eintheilungen aus Kreislinien, die im speciellen Falle in 
Gerade iibergehen kénnen, bestehen, wenn dies bei den 
— urspriinglichen der Fall war. 


1 
1 
1 
\ 
1 
1 
' 
' 
1 
1 
1 
! 
1 
1 
1 
1 
1 


Saye ee 


8. 


Fiinfter Absehnitt. 


: _ Die additiv periodischen Functionen. 


Die Exponentialfunction. 


CS 1. Wir wollen unsere Untersuchungen iiber additiv perio- 
moe dische Functionen nicht mit der allgemeinen Construction — 
es dieser Transcendenten erdffnen, da dieselbe auf Schwierig- 
pa keiten fiihrt; vielmehr wollen wir uns durch eine algebraische 


Analogie leiten lassen. Die additivé Periode kann niimlich, 
wie spiiter (§ 40, 4) nachgewiesen werden soll, durch einen — 
Grenziibergang aus der Periode y= px, p"—=1, dadurch her- 
geleitet werden, dass man 2 ins Unendliche aeheah lisst. Da — 
nun f(«) = x” die einfachste Function ist, welche die Periode 
y = px, p" =1 besitzt, so werden wir die Frage aufzuwerfen 
haben, ob eine unendlich hohe Potenz einer geeigneten linearae 
Function von x einen bestimmten, endlichen Grane’. repra- 
sentiren kann. = 
Als einfachster Ausdruck dieser Art bietet hs uns 


(1, m2 ge) =O 2) 
dar, worin @ die gewohnliche Bedeutung einer reellen, ins 
‘pee Unendliche wachsenden Zahl besitzt; dass derselbe wirklich 
é sich fiir endliche « einer bestimmten i dtioh at Grenze nihert, 
ist sofort ersichtlich, wenn wir (1.) nach dem Phos n 
Lehrsatze areca es ist ; 


poate Sarthe ates 


; ee i oo )(o -- 2) 8 ie 


‘ 
Wf 
+ 


‘ole i 


ae, 
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eo es) 5) 
oa is 2 3 
Beta 1 att, is223 
ope) icra aa) 
. A eos” 
a 1-2-3-4 au 


und unter Vernachlissigung unendlich kleiner Gréssen gegen 
endliche 


i t .. 


Der hier vollzogene Grenziibergang ist von Bedenken keines- 
wegs frei und bedarf einer genaueren Priifung; wir wollen 
dieselbe hier eingehend yornehmen, um sie bei spiiteren, 
analogen Gelegenheiten tibergehen zu kénnen. Die Coeffi- 


; ; : 1 
cienten von’ (2.) stellen sich als ganze Functionen von af 


also in der Form 
UF a a, 
(4.) i eg OY Rare Te pal Sam 
@ @o @ 


dar; es leuchtet ein, dass, soweit nur ” endlich ist, bei einem 
iiber alle Grenzen wachsenden @ siimmtliche Glieder dieses 
Ausdrucks ausser dem ersten unter jede noch so klein ange- 
nommene endliche Grésse sinken und dass dies also auch 
mit ihrer Summe der Fall ist, sodass wir fiir (4.) vollkommen 
genau a, setzen diirfen; auch wenn wir eine endliche Zahl 
von Gliedern der Reihe (2.) zusammennehmen, ist diese Ver- 
nachlassigung des Unendlichkleinen durchaus gerechtfertigt. 


_Es kann daher nur die Frage entstehen, ob nicht durch die 


Vernachlissigung des Unendlichkleinen in wmendlich vielen 
Gliedern ein endlicher Fehler entstehen kann. Nun zeigt 
aber das Cauchy’sche Kriterium, dass sowohl (2.) als auch 


 (8.) Reihen sind, die fiir jedes endliche « unbedingt conver- 


giren; denn fiir (2.) ist. 


| _@(@ — 1) (w — 2)--- @ — o’) 


Mey tal 1-2-3---(@ + 1) 
Uy |  |o(@ — 1)o —2)---(o—o + 1) 
1-2-3---@ 
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und fiir (3.) haben wir 


Wey 1 
UW 


: 1 
= Pea EN ee et) Oh 
oy! ao 


Oe Pe toa 


Man kann daher von beiden Reihen die m ersten Glieder 


absondern und dabei die endliche Zahl n so gross wihlen, — 


dass die iibrigbleibenden Reste (resp. deren absolute Betrige) 


bei beiden kleiner wie jede noch so kleine vorgelegte Grosse 


sind. Nun verursacht die Vernachlissigung des Unendlich-— 


kleinen in (2.) bei den ersten  Gliedern keine Unrichtigkeit; 


die Reste aber kénnen in beiden Reihen so klein angenommen ~ 


werden, wie man will, so dass sie auch nur eine als beliebig 
klein anzunehmende Differenz besitzen. Man sieht also, dass 
der obige Grenziibergang vollkommen streng ist. 


Der Ausdruck 8) stellt eine transcendente, ganze Func- : 


tion dar. 


2. Setzen wir 2 = 1, so prialtens wir 


il 


6) e@)—(44 4) 144 treaties 
gaa ae , 


Es ist allgemein gebriiuchlich, ftir diese Constante den Buch- 


staben e zu gebrauchen; aus der sehr convergenten Reihe (6) 
berechnet man 


e = 2,718 281 828 459 -.. 


Sehr leicht ist es nachzuweisen, dass e¢ eine irrationale Zahl 


ist. Wiren nimlich e sm und » ganze Zahlen o 


gemeinsamen Theiler, so hitten wir 


(ee thie 


a Dieser peel ion mies bedenktich, wonn a mAs ae 


ee ae ee 
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en! = m(n—1)! =n (14 4 seke +r pekbaes 
ai 
Pees YES 


Nun ist aber 


mi (1+ : toto t +3) 


eine ganze Zahl und 


1 Aika 1 
m+i! @+H@+) ' @FDOFHOPH 1 


< pig (tt i + opp tt) 
ee : 1 < * ; 
(+3) (0-539) 
also ein aichter Bruch; aus unserer Annahme wiirde mithin 
folgen, dass die ganze Zahl m(n — 1)! einer ganzen Zahl, 


vermehrt um einen achten Bruch, gleich wire. e kann also 
nicht rational sein. — Herr Hermite hat weiter bewiesen, 


dass e auch nicht die Wurzel einer algebraischen Gleichung 


mit rationalen Coefficienten ist, dass also e eine sog. trans- 
cendente Zahl darstellt. 
3. Die transcendente ganze Function p(2) gewinnt ein 


- erhdhtes Interesse dadurch, dass sie sich fiir reelle, rationale, 


endliche « mit emem Ausdrucke von ganz anderer Ent- 


_ stehungsweise identisch erweist. Bezeichnet niimlich x eine 


solehe Zahl und setzen wir fest, dass wir fiir eine Potenz 


einer positiven Zahl mit gebrochnem Exponenten (also eine 
_ Warzelgrésse) immer ihren reellen, positiven Werth wihlen 
_ wollen, so kénnen wir. 

-_(6.) C= (1 + 4) 


ebenfalls nach dem binomischen Lehrsatze entwickeln: wir 


_ finden 

iy a ‘ al —1 

(1) at ee et See 
Se. pee ole Ulett 


1 iD: 33, o* 


a ee ae ee 


anew? Be 
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Die Function g(v) stimmt demnach fiir reelle, rationale, 
endliche « mit dem Ausdrucke e” tiberein; wir bezeichnen sie 
deshalb als Exponentialfunction und wollen in der Folge dem 
alloemeinen Gebrauche gemiss tiberhaupt e” statt p(w) schreiben, 
auch fiir irrationale und complexe 7 Hs muss aber aus- 
driicklich bemerkt werden, dass e im letzteren Falle nur als 
eine symbolische Bezeichnung angesehen werden darf, da eine 
Potenz, nur fiir reelle, rationale Exponenten einen Sinn hat; 
e* ist fiir uns lediglich emme transcendente ganze Function, keme 
Exponentialfunction im eigentlichen Simne des Wortes. 

4, Fiir reelle, rationale « und y gilt nach den Elementen 
der Arithmetik und nach der eben gefundenen Identitit die 
Functionalgleichung 

CM = erty, 
und es fragt sich, ob dieselbe fiir mere? ge ‘@ und y bestehen 
bleibt. In der That ist 


com (t 2) 042) —(4 E49) 
= (1+2(e+44+%)) = etyt+ =. 
Bedenkt man, dass e* als transcendente ganze Function 


durchaus stetig ist, sich also fiir verschwindende Anderungen 
des Argumentes nur um einen verschwindenden Betrag indert, 


x 
so kann man die verschwindend kleine Grdsse “tl vernach- 


lassigen und findet das fundamentale ,,Additionstheorem“ fiir 
die Exponentialfunction: 
(8.) ea ee), 
Schon hieraus kénnten wir mit Hiilfe von § 33  schliessen, 
dass e* periodisch ist; doch werden wir spiiter erst diesen 
Gegenstand eingehend erledigen. 

5. & verschwindet fiir kein endliches x Der Ausdruck 


(1 + ay kénnte niimlich erstens dadurch Null werden, dass 


*) Specielle Folgerungen hieraus sind: ee” = & =1, also 


1 
ae (e)" = ee... & =e" u.s,w.; man sieht, dass mit e* 


ganz wie mit einer gewdhnlichen Patews gerechnet pe rdies kann. 
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Hf . a . . 
1-+- — verschwindet, was aber fiir kein endliches # der Fall 


° x * ee ° ° . 

ist; oder i+ miisste fiir gewisse w soviel kleiner als 1 
F x @ 

sein, dass eigees gegen die Null convergirt. Da aber 


x @ 
@ 


‘pas ae ist, so miisste das Gleiche fiir 
@ @ 


und noch mehr fiir bite £)) der Fall sein, wenn |£| > || 


ist. ¢* miisste also fiir eine zusammenhiingende Reihe von 
Argumenten, mithin fiir jedes Argument constant gleich Null 
sein, was nattirlich nicht zutrifft (fiir «0 wird beispiels- 
weise ¢? = 1). 

Wir lernen hier das erste Beispiel einer transcendenten 
ganzen Function kennen, die fiir kein endliches « verschwindet, 


Die Form ae 2) fiihrt uns indessen zu der Annahme 


(vgl. § 29, 7), dass & fiir unendlich grosse x unendlich viel- 
fach den Werth Null annimmt. 

6. Fiir positive, ins Unendliche wachsende w nimmt auch 
x ins Unendliche zu, da in 

@ wo? o® 
Pea SGnaciet vas Bites 

simmtliche Glieder sich dem Unendlichen nihern, und zwar 
wichst ¢” stiirker ins Unendliche wie jede noch so hohe 
Potenz x” von x; denn es ist 


ays 1 were 
Be eae ‘ee paee aes ome = nh 
ar Prien ; gee 
1 @ 
aie eo ao Sr em a whe 


also unendlich. 


S39; 
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1, Bevor wir mit der Untersuchung der Exponential- 
function fortfahren, wollen wir einige mit e* in engstem Zu- 


_ sammenhange stehende Transcendenten einfiihren, deren Aus- 


Rausenberger, periodische Functionen. - 12 
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wahl sich in der Folge als zweckmissig erweisen wird. — 


a: Wir setzen 
: 1 
Go et gre e® 4 
: (1.) cos == 5 = 
WE 
, etets eit git ae ei 
(2.) sin 0 == oe Se 
Aus § 38, (3.) folgt 
, a? at w® t 
(S:) C08 tt tg | ib as a iene an 
2 x x 2° at 
(Ay sing = 5g 1 1-2-8408 tan ae 


cos w ist eine gerade, sin x eine ungerade Function yon a, 
d. h. es ist cos (— a) = cos und sin (— x) = — sin a, wie 


aus (3.) und (4.) unmittelbar hervorgeht. 

a 2. Dass wir ftir die Transcendenten'(1.) und (2.) die 
ae nimlichen Bezeichnungen anwenden, wie fiir die trigonome- — 
trischen Functionen Cosinus und Sinus, rechtfertigt sich da- 


den prigonomacnaones Functionen zusammenfallen, wenn x 
yeell ist. In der That ist, wenn wir jetzt cos x ina sin & in 
ihrer trigonometrischen Bedeutung gebrauchen (und wie bis- 
her unter w den betreffenden Kreisbogen mit dem Radius ih 
verstehen), nach dem Moivre’schen Satze 


@ 
cosa” + tsinx” = (cos 2 Seale 7sin | 


BS 
+ 9 a 2s, x 
— VW mee reg et e.| Z 


wobei fiir die Quadratwurzel derjenige Werth zu wiihlen ist, 
der fir v=Oin+1 tibergeht, oder, wenn wir die Quadrat-_ 
wurzel nach dem binomischen Satze entwickeln, ; 


cos x a isa —[14+2 — gin — (i= bein 5 — sin? ree 


= evsin na ate — : sin = arr 4 Ae —- Je a 


ee) 


E 
durch, dass jene Transcendenten wirklich mit den entsprechen- 


Non ist fiir |x| 


oe sth awe Weg pe “+ 


i 
a 
way 


=< he 
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also 
hee x | 
Jasin = |<|a|<lotg =|; 


= & x oA : . 
“osin = | und Jotg =| nihern sich aber der gleichen 


Grenze, da 


. x 
@ Sin — 
@o d 
=| cos 2 | = cos0 = 1 
x oo 
@ 


. . 45 . x . 
ist, und in Folge dessen. fillt @sin-— mit # zusammen. 


Bedenken wir noch, dass sin — sich der Null nahert und 


dass bei dem Argumente der stetigen Exponentialfunction 
verschwindende Grdssen vernachlissigt werden diirfen, so 
finden wir 


(5.) cosx + isin 4 = e* 
und durch Anderung des Zeichens 
(6.) cos (— x) + i sin (— x) = cosx — ising = ei 
und hieraus die Gleichungen (1.) und (2.). 

Ganz wie bei der Exponentialfunction werden wir die 
Bezeichnungen, die urspriinglich nur gewissen Functionen 
mit reellem Argumente zukommen, auf solche mit belhebigem 


complecem Argumente tibertragen, welche mit den ersteren fiir 
reelle # iibereinstimmen. 


Natiirlich kénnen wir jetzt auch die Bezeichnungen 


COS & 
Tau) REC C= 
s1n & cos «& 


u. S. W. 


t ee cote a = 
ra cua? O'S 2 = 


fiir Functionen mit beliebigem 2 anwenden, 

3. Aus dem Additionstheorem fiir ¢* ergeben sich die 
Additionstheoreme fiir die trigonometrischen Functionen, die 
aus der Elementarmathematik far reelle Argumente bekannt 


sind. Es ist 
tty oe — ix—iy ef ely “Is et ety 
(7.) cos(@ + y) = : = 5 
lene eit ey envy ie ett ev — 
ENS PREC R TaTG e ena 


= cos © cos y — sin # sin y 
12* 
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und ebenso 


(8.) sin (v7 + y) = sin & cos y + cos # sin y. 
Weiter ist 
ix — ix)2 412 —ix)2 
(9.) cos?a + sin? = fe ua Naan =< eek 1 rete 
mithin 
(10.) cos x = V1 — sin? x, 
(11.) sin w == VY 1 — cos? a. 


Zwischen sin x und cosa besteht also eine irrationale Be- 
ziehung, aus der aber keineswegs zu schliessen ist, dass zu 
emem x zwei verschiedene Werthe von sina oder cos a ge- 
héren; vielmehr sind sin x und cos z, wie aus ihrer Defini- 
tion hervorgeht, durchaus eindeutige transcendente ganze Func- 
tionen von #; (10.) und (11.) sind also immer nur fiir einen 
der Wurzelwerthe richtig. Die Gleichungen (7.) und (8.) 
kénnen leicht so umgeformt werden, dass in (7.) rechts 
nur cos% und cosy, in (8.) nur sinw und siny vor- 
kommt; allein dann nehmen diese Gleichungen eine irratio- 
nale Form an, bei der die richtige Zuordnung der jedesmal 
zu wahlenden Werthe der Wurzeln nicht ohne Weiteres er- 
sichtlich ist. 
Aus den Formeln (7.), (8.) und (9.) lassen sich alle 
trigonometrischen Relationen herleiten, die in der Hlementar- 
mathematik eine Rolle spielen, deren Zusammenstellung 
: indessen hier iiberfliissig erscheint. 

4. Wir bleiben einen Augenblick bei den gefundenen 
Resultaten stehen, um uns zuerst von dem Verlaufe der Func- 
tionen cos x, sin x und e ein anschauliches Bild zu ver- 
schaffen; mit Hiilfe der gefundenen Beziehungen zu geome- 
trischen und elementararithmetischen Relationen wird uns dies 
am Leichtesten gelingen, obgleich auch eine rein arithmetische 
Darstellung nicht unméglich ist*). 

Die Transcendente sin w verschwindet, wie die geome- 
trische Anschauung zeigt, fiir « = 0, wiichst dann fiir zu- 


*) Ich méchte bei dieser Gelegenheit auf die Behandlungsweise 
von Herrn J. Thomae in dessen ,,Hlementare Theorie der analytischen 
Trunctionen einer complexen Verdnderlichen“, pag. 48 ff. hinweisen. 


ot 


ne rn er a Ns eee Ne me 
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. . 4 . oo . 
nehmende reelle ~ bis 1 = sin 3? nimmt dann bestindig ab 
: ; ; Bay ei ap 
und passirt 0 —sinz, geht dann ins Negative bis —1—sin > 
und steigt wieder zu 0 = sin 2m, worauf sich bei wei- 
terem Wachsthum des reellen a dieselben Werthe wieder- 


holen; auch fiir negative  erhilt man keine anderen Werthe, 


da sin (— x) = —sinw ist. Ganz Ahnlich verhiilt sich die 
Function cos x; es ist cos 0 = 1, cos = = 0, cosx = — 1, 

3 ; 
cos" = 0, cos2a=1 us. w., und der Verlauf fiir die 


2 
dazwischen liegenden reellen x ist unmittelbar ersichtlich; fiir 
negative x erhalten wir die gleichen Werthe, da cos (— 2) 
=cosw# ist. Fir reelle x ist durch die geometrische An- 
schauung ohne Weiteres klar, dass sin (#-+ 2x) =sina und 
cos (w + 2) = cos & ist, dass also sin x und cos x die addi- 
twe Periode 2x besitzen; aber auch fiir beliebige x folgt dies 
aus den letzten Resultaten und den Formeln (7.) und (8.); 
es ist namlich 
(12.) sin (a + 22) = sin x cos 2a + cos # sin 2a = sin x 
und » 

(13.) cos (x -+ 27) = cos x cos 2a — sin w sin2a = cosw. 
Auch erkennt man, dass sm # und cosa keine kleinere addi- 
tive reelle Periode wie 22 besitzen, da dies, wie aus der geome- 
trischen Betrachtung hervorgeht, fiir reelle ~ nicht der Fall 
ist. Hiermit ist jedoch nicht ausgeschlossen, dass sin # und 
cos # auch fiir Werthe des Argumentes, die durch die Perio- 
dicitiit nicht verbunden sind, gleiche Werthe annehmen 
kénnen; wir wissen schon, dass 

(14.) . cos (— #) = cos & 

ist, und haben weiter 

(15.) sin (w — x) = sin z cos % — cos m sin x = sin @, 

so dass cos’% noch die zweite, riickkehrende Periode y= — 2, 
sin # aber die Periode y=2—~vz besitzt. Ein Blick auf 
eine Figur zeigt, dass cos# und sin x nur fiir solche reelle x, 
die durch die aus den Gleichungen (13.) und (14.), resp. (12.) 
und (15.) hervorgehenden Relationen verbunden sind, gleiche 
Werthe annehmen. 


. 
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Ferner ist 


: b4 . 7 Uae ve 
(16.) sin @ ~ r) = sin > COS# — cos = sin # = cos w, 


so dass sich cos #% aus sin # durch eine lineare Substitution 
herleiten liisst und umgekehrt. 
Fiir rein imaginire « = yi haben wir 


elo -er—e | (7 n°? n° ) 
(LG) Sing =i(2 get 11d eet so 
und . 


r i parti 2 4 
Sey Rees te See aie create cae 


wir ersehen hieraus, dass sin w fiir rein imaginire # einen 
rein imaginiren Werth besitzt, der bestiindig von — oo bis 
++ co wichst, wenn dies mit 7 der Fall ist; sma kann da- 
her fiir rein imaginire # keinen Werth zweimal annehmen. 
cos # ist fiir imaginare x reell und grésser wie 1; wiichst 


| 7 | von Null bis unendlich, so wichst cos 47 bestiindig von 
3 1 bis unendlich; fiir rein imaginire x nimmt daher cos x 
jeden Werth zweimal an, namlich immer den gleichen fiir — 
ae —x und + 2. | 
pee Mit Hiilfe dieser Resultate und der Gleichungen (7.) und 
3 (8.) lasst sich nun auch der Verlauf der Functionen sin w — 
0° 


und cos # ftir beliebige complexe # = & + yn? beurtheilen. 
Hs ist ; 


(19.) sin (§ + 47) = sin § cos 97 + cos § sin 42 


Mle" Yee 
= sin got + icos & <A 
und : 
(20.) cos (§ + nt) = cos § cos yi — sin € sin n7 
elte—4 ee Ct eg 
== 08 8 S00 ree 


und es ist so der Werth von sin # und cos in einen reellen 
und einen rein imaginaren Theil zerlegt; sin 7 und cos # sind 
fiir complexe # im Allgemeinen complex; reell wird sin x 
nur fiir 7 = 0 oder = (k + 4), cos # dagegen fiir 7 = 0 
oder & = ka. tw pnd . ‘, 
ie: Da ; Paes i a4 ie t-, +.) 
gat e* = cos & + isin x 3 


4 
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ist, so folgt, dass auch e” die additive Periode 2, also e 
die additive Periode 227 besitzt; wir haben fiir ganzzahlige hk 


(21.) ev + 2kni = err 
und daher 
(22.) girls ly 


Es ist nun von Wichtigkeit festzustellen, ob & auch fiir 
Werthe von 2, die nicht um 2hzi verschieden sind, den 
gleichen Werth annehmen kann. Zuniichst geht aus 


2 a? a8 
eas ee eae gt 


hervor, dass e fiir reelle 7, die von 0 bis +- co wachsen, 
- reell ist und bestiindig von 1 bis ++ oo zunimmt, wihrend 
aus der Gleichung 


ersichtlich ist, dass e* fiir negative 7, die von 0 bis — oo ab- 
nehmen, yon 1 bis O abnimmt. Durchliuft daher x alle 
reellen Werthe von — oo bis + oo, so durchliiuft e be- 
stindig wachsend die reellen Werthe von 0. bis + «; 
kann also nicht fiir zwei verschiedene reelle ~ den. gleichen 
Werth annehmen. 

Setzen wir wieder v = & + m2, so ist 
(23.) e+! = ee! = & (cosy + isinn) = & cosy + ie sing, 
so dass sich e* fiir beliebige complexe x leicht in seinen 
reellen und seinen rein imaginiiren Theil zerlegen lisst. Wir 
fragen nun: wann ist 

esti — ei tnt 

oder ' 
(24.) (cos y + isin 4) = (cos y, + isin y,)? 
Vor allen Dingen werden die absoluten Betriige der beiden 
Seiten von (24.) iibereinstimmen miissen, d. h. wegen 


|cosy + isiny|=—1, | cosy, + isin, | =—1 : 


~ muss 
(25.) | e 


also nach Obigem 
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sein, Aus (24.) gehen mit Beriicksichtigung von (25.) und 
durch Trennung von Reellem und Imaginirem die Gleichungen 


(26.) : cos 7 = cos n, 
und 
(27.) sin 4 = sin 7, 


hervor. (26.) kann, da 7 und », reell sind, nach der vorigen 
Nummer nur statthaben, wenn 


= + 2ha # 
oder 
ho Sa ake 
ist, waihrend (27.) nur bestehen kann, wenn 
? Ny = -+ 2kha 
oder 


Hn =x—n+ 2khan = —y+ (2k4+ 1)a 


ist. Da aber (26.) und (217.) gleichzeitig statthaben sollen, so” 


ist nur die Annahme 


a eh alee 
méglich. ¢* kann also nicht fiir zwei w-Werthe gleichwerthig 
sein, wenn diese nicht um 227 differiren. 


Ferner lisst sich erkennen, dass ¢ = e*+% jeden belie-— 


bigen endlichen, von Null verschiedenen Werth a -+ 67 an- 


nimmt, wenn man # alle méglichen Werthe durchlaufen lisst. — 


Denn soll ; oe 
etv =a +t bi 
oder ; 
e(cos 4 + isin n) =a -+ bi 
oder 


e cos 4 =a, 
e' sin n = b 


sein, so folgt durch Quadriren und Addiren der beiden letzten — 


Gleichungen ‘ 
e == a? + B®, 


eine Gleichung, die durch ein reelles £ befriedigt werden kann, 


wie man sofort erkennt, wenn man & alle reellen Werthe von © 
— co bis + oo durchlaufen lisst; £ ist immer endlich, wenn 


nicht a= b =O ist. Setzen wir nun — 


& = Va -+ b, 
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so folgt weiter 
a 


ee eTpe ? 


cosy = 


(womit sin 4 = identisch ist); 


b 
— 1 
Ve + oF Sa a? +b . a 
dieser Gleichung lisst sich aber durch ein reelles 7 ge- 
niigen, da 


{ 


le 


se == 
yar 
ist. Das Gesammtresultat lautet: 

Die Function e bleibt wngetindert, wenn man « + 2hxi 
an Stelle von « setzt; alle Functionalwerthe, deren Argumente 
micht um 2kxi differiren, sind von einander verschieden. e* 
nimmt jeden endlichen, von Null verschiedenen Werth unendlich 
oft an. 

Stellen wir § 37 entsprechend eine Parcellirung der Ebene 
der complexen Zahlen her, indem wir etwa parallel mit der 
Abscissenaxe im jeweiligen Abstande 22 unendlich viele Ge- 
rade ziehen, so nimmt e* in jedem Parallelstreifen jeden 

- Werth einmal und nur einmal an. 

6. Die Functionen sin « und cos x zeigen Mesias einen 
complicirteren Charakter, als sie nicht allein fiir solche Werthe, 
die um 2k differiren, gleiche Werthe annehmen, wie aus 
den Gleichungen (14.) und (15.) hervorgeht. Dass aber durch 
diese und die Gleichungen (12.) und (13.) auch alle x be- 
stimmt sind, fiir die sinw und cosa denselben Werth an- 
nehmen (und zwar nicht blos fiir reelle , um die es sich 
weiter oben handelte), ist daraus ersichtlich, dass sich e’* 
aus cos # und sin # durch quadratische Gleichungen (nimlich 
(1.) und (2.)) berechnet, so dass zu jedem sin w und cos z 
nur zwei Werthe von e gehdren kénnen; da e* in jedem 
der Parallelstreifen, in die die Ebene der complexen Zahlen 
durch Parallele zur Ordinatenaxe mit dem jeweiligen Abstande 
2x zerlegt wird, jeden Werth nur einmal anttimmt, so kénnen 
sin z und cos # in demselben jeden Werth nur zweimal an- 
nehmen. 

Dass sin # und cos x jeden beliebigen Werth erhalten 

_kénnen, lisst sich ahnlich wie fiir ¢* darthun. 


3 
ae 


é 
; 
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Die Nullpunkte von sin # und cos @ sind resp. : 
(28.) xe=hken und «= (k-+ 4a. | 
7. Aus 

e* == cosx + isin ae . 

folgt, dass der Moivre’sche Satz nur ein specieller Fall des 
Additionstheorems fiir ¢ ist und dass er sich demnach auf — 
complexe x ausdehnen lisst. 
8. Entwickelt man in 


(cos x + isin x)” = cos nx + isin nx 


die linke Seite nach dem binomischen Satze, so erhalt man 


a 


o ; ed . 
cos nx + 74 sin nx = cos” 4 + 4 — 5 COs “sin & 


Ne 1) eee iar 1) (w— 2) 
Tate P Lee cos x sin*a — ts ee ae 

- n(n — 1)\(m—2)(n— 3) ig ng 
ie + Feri h CRE Gas Fe cos @ sin” xv + C 


cos"—* a sin? x& 


und 


ki: cos nx — 7 sin na = cos” x — 4 = cos"—! w sin x 
Be n(n—1 .n(n—1)(n—2 on q 
was — ures cos”? sin?a + 74 ee cos" > 4 sin? ae 


ni 1) (n — 2) (m — 3) 
! 1:2-3-4 
und durch Addition und Subtraction der beiden letzten Geis 


chungen und Division durch 2, resp. 27: 


cos" gv sint a + -- 


nin —1 F 
(29.) cos nv = cos* a — wee cos"—? x sin? x 
nn — 1 n— 2 ped B} ; ; 
4 th : aa <8 a ) cos"—* x sin*t ~ — --- 


und 


n(n—1)(n — 2) (m— 8)(n—4 

a ( 38 2 a = )(m — 4) 

Formeln, die noch mancherlei Umformungen und Erweite- 
rungen suginglich sind. ~ 

: 9. Haben wir so gezeigt, wie sich die trigonometrischen 
Functionen des nfachen Argumentes durch diejenigen des 
fachen pkg so fragt es et wie fie umgekehrt die 


pki x.) n . 
(30.)  sinna = = cos"* x sina — 


. ie : if. 
cos" # a sin? a fo 
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einfachen Argumentes sich durch diejenigen des nfachen dar- 
stellen lassen. Da 


und umgekehrt 
e* = cosa + 4V1 — cos? x 
ist, so haben wir - 


ei” ee ea V int + ——— 


4 ie e Ae ee 
ia. cos f= 4 = : 


u 


Fs ee zi 
V cos nat+tiV1—cos? na 


n a eee 
Vcosna+i V1—cos?nax 
2 


n —-—— n << 
Veosnx--iyi —cos*na + V cosnz—iV1—cos'nax 
= L 


Man sieht also, dass sich cos x aus cos nx (oder cos — 


aus cos r) mit Hilfe von Wurzelausziehungen berechnen 


ldsst; Gleiches gilt fiir sin x. Die genauere Discussion der 
verschiedenen Werthe der rechten Seite von (31.) glauben 
wir dem Leser iiberlassen zu diirfen. (Vgl. § 15, 2.) 


§ 40. 
Der Logarithmus. 
1, Die Umkehrung von ¢ bezeichnen wir mit log w 
- (Logarithmus x), so dass die Gleichung 
of 1 E Se me op 
gilt. Hs braucht kaum hervorgehoben zu werden, dass die so 
definirten Logarithmen, die man als die natiirlichen bezeichnet, 
sich mit den Logarithmen der Grundzahl e im elementar- 
~mathematischen Sinne nur theilweise decken. Die letzteren 
haben nur einen Sinn fiir ein reelles positives Element und 
stellen eine bestimmte, reelle Grésse dar. Die hier definirte 
Function log x ist unendlich vieldeutig; denn wird die Glei- 
chung ¢ = 2, durch y = y, befriedigt, so geniigen auch die 
 Grossen Y; ae 2kxi und nur diese derselben. 
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Die Function log x hat fiir jedes x unendlich viele Werthe, 
welche sich-wm 2kxi von einander unterscheiden; abgesehen von 
dieser Vieldeutigkeit ist aber log « eindeutig (§ 39, 5). 

2. Aus § 38, (8.) folgt die Functionalgleichung 
(2.) log « + log y = log zy + 2kai 
und hieraus u. A. 

log — + log # = log 1 + 2hai = 2Qhai, 
also 
(3.) log = = — logx + 2kaxi. 


3. Aus § 39 folgt, dass log # zwar fiir jedes auch den _ 
Werth unendlich annimmt, inmsofern in log x + 2kai die 
ganze Zahl k unendlich werden kann; doch giebt es unter 
den unendlich vielen Werthen von log x-immer endliche, 
wenn nicht = 0 oder # = oo ist; denn e& wird nur Null 
oder unendlich, wenn % = oo ist. In welcher Weise der 
reelle Werth von log w ins Unendliche wichst, wenn dies 
mit der positiven Grosse w der Fall ist, geht aus § 38, 6 
hervor. Da nimlich e* unter den entsprechenden Bedingungen 
stirker ins Unendliche wiachst wie jede noch so hohe Potenz 


. . Loe ae 
a”, also « schwiicher wie jede noch so hohe Wurzel Ve*, so 
kénnen wir den Satz aussprechen: 
Fir wachsende positive « wichst der reelle Werth von log x 
af 


schwiicher ins Unendliche wie a”, mag n noch so gross ge- 
wihlt werden. 

Dieses Resultat lisst sich mittelst (3.) auch auf log 0 
tibertragen. ; 

Nimmt man vom Logarithmus wieder den Logarithmus, 
von diesem abermals den Logarithmus u. s. w., so erhilt man 
der Reihe nach Functionen, von denen jede fiir unendlich 
wachsende positive # unendlich schwiicher ins Unendliche 
wichst wie die vorhergehende; eine untere Grenze fiir den 


Liat 


Grad des Unendlichwerdens giebt es nicht. Die Punkte « = 0 
omy und 2 = oo sind als wesentliche Unstetigkeitspunkte anzusehen, 
4 da «log « fiir kein beliebig gebrochenes, doch endliches n 
‘ in diesen Punkten einen endlichen, von Null verschiedenen © 


Werth annimmt. 


- 


i 
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4, Aus 
“(49 
wird 
== (1 ee is 
- log x 
Cie i= ae 
also 


1 
(4.) log z= (aw 1). 
Die Umkehrung von e¢* lasst sich also, wie dies nach den 
einleitenden Betrachtungen tiber periodische Functionen nicht 
anders zu erwarten war, durch eine Wurzelgrisse mit unend- 
lich hohem Exponenten darstellen. 

Die Auswerthung des Grenzausdruckes (4.) wird weiter 
unten folgen; hier wollen wir zunachst priifen, wie es sich 
mit der Vieldentigkeit von log x nach (4.) verhiilt. Die 

1 


Werthe von «#° findet man siimmtlich, wenn man einen 
1 


derselben, den wir kurzweg mit 7 bezeichnen, mit den o*” 
Hinheitswurzeln 
Qh 2h 


Pals 2k Qhxri 
cos —— +-7¢sin = =e 8 Geile -+- Bini =1+ te 


@ 


multiplicirt. In Folge dessen erhalten wir fiir die siimmt- 
lichen Werthe von log x 


(5.) loge —o («1 a i)= 0 (a= —1 + iat ys) 
oo 
fs FS a 
== (ce _ 1) + 2hrix’ = o (o° — 1) + 2kxi, 
1 


da #® sich der Einheit unendlich nihert (vgl. § 5, 1, Anm.). 
Diese Betrachtung zeigt zugleich, wie die additive Periode 


durch Grenziibergang aus der Periode y= px, p” =1 her- 


vorgeht. 

5. Da der Logarithmus wesentlich denselben Charakter 
hat wie eine Wurzelgrésse, so lisst sich fiir ihn auch in 
ganz analoger Weise dié Riemann’sche Fiche construiren, die 


E- hier natiirlich unendlich viele Blitter umfassen muss. Weil die 


oF 
oe 
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Punkte =O und x=oo auch Verzweigungspunkte sind, 
so durchschneiden wir die Gesammtheit der Blatter auf 
einer von «=O ins Unendliche laufenden Linie und ver- 
binden auf derselben immer den rechten Rand (yom Null- 
punkte aus gesehen) jedes Blattes mit dem linken des folgen- 
den. Durch ein fortgesetztes Umkreisen des Nullpunktes in 
der einen oder der anderen Richtung gelangt man nach und 
nach aus jedem Blatte in die iibrigen. Dass der Verlauf des 
Logarithmus wirklich ein entsprechender ist, wird ersichtlich, 
wenn man 


log x = log [r(cos » + isin )] 

= log r + log &? = logr + ig + 2kxi 
auf einem mit dem Radius 7 um den Nullpunkt beschriebenen 
Kreise verfolgt. Fixiren wir ftir logy einen bestimmten Werth, 
setzen k = 0 und lassen nun x den Nullpunkt in positier Rich- 
tung umkreisen (d.h. von r nach ir u.s.w. sich bewegen), also 
g bestiindig wachsen, so nimmt 2 immer wieder den gleichen 
Werth an, wenn gm um 2a gewachsen ist, d. h. wenn der 
Logarithmus in den um 27 vermehrten Werth iiberge- 
gangen ist. 


6. Um fiir log x Potenzentwicklungen in jedem Punkte 
mit Ausnahme von «=O und # = oo herstellen zu kénnen, 
wollen wir von einem besonders einfachen Specialfalle aus- 
gehen. Es ist fiir denjenigen Werth von log (1+ 2), der 
zu Null wird, wenn 2 ohne Umkreisung des singuliren 


Punktes « = — 1 in O iibergeht: 7 
1 
fee 1 1/1 : 
(6.) log(1 ta)—o| (142) e —1}eo[1+. i +2(E-1) 5 
er ig i! a | 
+5(5 ie Ha legare hee © 
x fee Ce ie 
Sg cee onal ie auipceiir jase 
eine Entwicklung, die fiir |z|<1 mit Ausnahme von «= — 1 
convergirt*). 


Uber die Berechtigung des Grenziibergangs vgl. § 38, 1. 
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Fiir « = 1 haben wir nach § 21, 5 
(7.) 10g) == eee ee 


eine iusserst schlecht convergirende Reihe. 
Aus (6.) folgt weiter 


(8.) eee SS le 
und 
Pres log — = log (1 + x) — log (1 — 2) 
z aeP Hite 
3 Se 
Setzt man in (8.) 


1 g 
5 *y Sana le ae oder gaat iS id 


 wobei ¢ jede beliebige positive Zahl bedeuten darf (die zu- 
_ lassigen complexen Werthe sind leicht zu bestimmen!), so folgt 


(10.) log (1 + 2) = log cee _) =— log (1 — 2) 


| Bea) 


\ aus (9.) findet man durch die Substitution 


aie £ zg—1 
co =z oder 4 = 


i—z 21 
(1) togem2 [4 (S57) +454) +], 


eine Reihe, die ebenfalls fiir alle positiven z convergirt. Hs 
hat keine Schwierigkeit, mit Hiilfe der gefundenen Reihen 
eine Tabelle der natiirlichen Logarithmen zu entwerfen, wo- 
bei sich mannichfache Vortheile anwenden lassen; von den 
natiirlichen Logarithmen, mit denen wir es in der Analysis 
zm. thun haben, gelangt man nach elementarer Methode zu 
den gewoéhnlichen Brigg’schen Logarithmen, indem man die 


ersteren mit ee 19 = 0,48429448 multiplicirt. 


7. Fiir 2 = — 1 geht (6.) in das Negative der diver- 
‘enten harmonischen Reihe 


~(¢+4+4+44+-) 


ee oS ae eee 
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iiber, waihrend log 0 = — log oo wird. Es liegt nun die ~ 

Frage nahe, ob sich ein Ausdruck wie f 
1 

(12) Mo=t+h+44--+5—log(o $1) 

einer bestimmten endlichen Grenze nihert. Wir haben 


(13.) MM, = (1 — log #) + (4 — log $) + (4 — log 4) + -- 
petro) 
Da nun 


, ie) 
1 1 1 1 i (— 1)” 19 
4 —1og (1 - s)etertptigoc= > ren 
absolut convergent ist, wenn mw die Werthe 1, 2, 3,...@ 


= betrigt, wihrend 


[thee 


1 


annimmt, und weniger wie 4 
ie) 


4 nach § 5, 4 convergirt, so erkennt man, dass sich M.=M 
bs einer bestimmten Constante niihert. Man berechnet fiir sie, 
; die sog. Huler’sche oder Mascheroni’sche Constante, 7 

3 M = 0,577 215 664 901... 

5 8. Ks ist 
2 8 4 

i en ee 
fiir 4 leeds | ie | 
oo: % 
og (+t +)— =i5 sata ip tee ; 4 
fiir |v| > 1, jedesmal « = — 1 ausgenommen; beide Reihen | 


convergiren daher gemeinsam fiir |%|—=1, #—=— 1 aus- 
genommen. Unter dieser Bedingung iece wir 


(14.) log (1 + 2) — log (1 + a = log eee ae log « a 


ee | 
ee Setzen wir x =, also log = iw + Qhai, 80 > hi 
; iE unter eg dass 


a 
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ist und dass / = 0 anzunehmen ist (wie durch Einsetzen von 
w = 0 folgt): 


sin w sin 2w sin 3w sin 4w 
(15,) w = 2(% ee ++), 


eine Kntwicklung, die nur fiir reelle w innerhalb der Grenzen 
—a2<iwWwen 
Giiltigkeit besitzt. 
9. Es ist nun leicht, die Function log x in der Um- 
gebung jedes Punktes a ausser =O und # = oo in eine 


_ Potenzreihe zu entwickeln, deren Convergenzkreis bis zum 
_ Punkte « = 0 reicht. Wir haben 
t 


(16.) ae lil 
. 
; 


und zwar liefert diese Reihe in Folge der unendlichen Viel- 
deutigkeit der Constanten log a simmtliche Werthe von log a. 
Die wnendlich vieldeutige Transcendente log x besitet also iiberall 
ausser mm den singuldéren Punkten «=O und x=co den 
- Charakter einer ganzen Function. 


§ 41. 
Die cyklometrischen Functionen. 


; 1. Mit Hiilfe von log x ist es nicht schwierig, auch die Um- 
-kehrungen der trigonometrischen, die sogenannten cylklome- 
trischen Functionen herzustellen. Am einfachsten’ gestaltet 
sich die Sache fiir arctg x (sprich: arcus tangens a), die Um- 
_kehrung von tg «; es ist namlich 


t sin & ten eae Pees 


cos ; 1 ee ames © ri 


iad ot 
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oder . 
1 : : 
(1.) arctga7 = slog og; re = si =| 10g (1 + ix)—log (1 — ia)|". 


Hieraus folgt fiir denjenigen Werth von arctg xz, der 
ohne Umkreisung eimes der singuliren Punkte 7 =--7 in — 
den Werth Null fiir « = 0 iibergefiihrt werden kann: 

x8 2° 


(2.) aretg o = = — + — —..., 


|v| <1, «—=-+ 7 ausgenommen. 
2. Setzen wir « = 1, so folgt 


(3.) got-tteattes 


eine praktisch unbrauchbare Reihe, die nur als einfachster 
analytischer Ausdruck fiir die Grésse a bemerkenswerth ist. 

Mit Hiilfe von (2.) ist es iibrigens méglich, andere, — 
besser*convergirende Reihen fiir x herzustellen. So erhalten wir — 


schon durch die Bemerkung, dass tg = = ve ist, die sehr brauch- 
bare Reihe 
4) e—2V8 (ing tee TD 
Aus der Gleichung 
tg 24 = ere 


folgt, wenn man tg x = + setuzt, 


tg 24 —= 77> 
dann ebenso 

tg 4a = 422 
und weiter mit Hilfe der Formel 


_ viga tay 
1G a ae a 


tg (4 "% =) = rh, 


arctg oho = 4 arctg $ — = E 


*) Nebenbei ist hieraus ersichtlich, dass tg # die additive Perio 
y =a -+ m besitzt, aber fiir keine awei #-Werthe, die nicht durel 
Periodicitit verbunden sind, den gleichen Werth annimmt, 
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und somit 
“1 1 1 1 
iG.) pt —aetee— 
1 1 1 | 
sole eee 3.930% 1 § 9395 a 


Man Petechiiet nach diesen Formeln 
(6.) a = 3,141 592 653 589 793 238 462 643... 


Schon seit lingerer Zeit ist der Nachweis beigebracht, 
dass x und x” wrationale Zahlen sind; dass z iiberhaupt nicht 
als die Lésung einer algebraischen Gleichung mit rationalen 
Coefficienten darstellbar, dass es also eine transcendente Zahl 
ist, wurde erst in neuester Zeit von Herrn Lindemann dar- 
gethan (Mathematische Annalen, Band XX, p. 213). Hiermit 
ist zugleich erwiesen, dass die geometrische Rectification und 
Quadratur des Kreises mit Hiilfe von Zirkel und Lineal nicht 
moglich ist. 


3. Aus 
. . (Pes rd 
sin t= =, 
folet 
é= = V1 — sin’a + isin o, 
: } . Lae SIH Toe ee oh is 
‘ a = — ilog [V1 — sin? # + isinz] 
‘ . ° . . 
_ oder, wenn die Umkehrung von sin x mit aresin 2 be- 
: zeichnet wird, 


(7.) aresinz =— ilog|V/1 — x + ix|=—ilog[V1+ (ia)?+ ia] 
= — ilog Eeean, a =| = ilog [V1 + (x)? — ia] 


= — £ [log (Vi-+ Gay? + iz) — log (Yi + GaP —ia)| 
Bet? 1/2 + 2)” —log (V1 + Ga 2i0)* |. 


Mit Hiilfe von § 25, (13.) erhalten wir hieraus*) 


*) Dass hierbei das richtige Vorzeichen fiir Y/1 + (ix)? = V1 — a? 
gewihlt ist, geht daraus hervor, dass diese Wurzel fiir « =0 zu 1 
werden muss. Die Entwicklung liefert denjenigen Werth von arcsin a, 
er ohne Umkreisung eines singuliiren Punktes fiir 2 = 0 Null wird. 
ish 
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Gs) G9) 
wo? ao? (ay! a? 


. a ag ; 3 ete 
(8. areetm eo. 8. Bg ee 
xz 12 3 123: 5 
make WEEE he Seo es ie a 
x ae 1-3) ee a Lik 
Se ee 
(ae eee 
Setzen wir = 1, so wird hieraus 


1-3 1-3-5 


(9.) tts traetraet 


Die Entwicklung fiir arccos x ist unmittelbar durch die 
Gleichung 


arccos % = = — aresin x 
gegeben. 
Mit Hiilfe von § 25, (13.) findet man pene 
i 
2) — log 
(10.) log (aw + V1 + a?) = log (= : Vises) | 
= $ [log @ + V1 + 2?) —log (— + V1 +2")] 


x ree fee 1-3 « Ligtip- rae 
= To ose eee are 2-4-6 ae ae 


4, Hs hat wieder keine Schwierigkeit, arctg #, arcsin 2 
u. s. w. in beliebigen Punkten, die keinen singuliren Cha- — 
rakter besitzen, in Potenzreihen zu entwickeln, welche sich leicht 
durch Transformation der fiir « — 0 giiltigen finden lassen. | 
Singuliire Punkte sind bei arctg# nach (1.) «=+i und : 
¢ = —4, bei arcsin& nach (7.) ¢=oco, c=-+1 unde=—1, 

5. Die Riemann’sche Fiche fiir arctg w ergiebt sich ohne 
Weiteres aus derjenigen fiir den Logarithmus. Aus (1.) ist 
ersichtlich, dass die Punkte «=-++ 7 und x =— bei arctgav 
den Punkten # =O und # = oo beim Logarithmus ent- 
sprechen und dass die Verzweigung von arctg « denselben 


1 ie 


Charakter trigt, wie diejenige des Logarithmus, da 5 


eindeutig ist. An Stelle des von « = 0 nach « =o laut - 
den Schnittes setzen wir einen solchen, der die Punkte 
a=-+ 7 und = —z verbindet, und heften auf demsel 
den linken Rand jedes Blattes mit dem rechten des folgende: 


Die cyklometrischen Functionen. 197 


zusammen. Die Functionalwerthe fiir denselben Punkt auf 
zwei aufeinanderfolgenden Blittern unterscheiden sich um 
die Grosse a. 

6. Um fiir y=arcsinw die Riemann’sche Fiche zu 
construiren, wollen wir eine ganz andere, sehr wichtige Me- 
thode benutzen, die natiirlich auch in den schon behandelten 
Fallen anwendbar gewesen wiire. Die eindeutige Function 
x = sin y bleibt ungeindert fiir die Substitutionen = y + 2kx 
und g = — y + (2k + 1), wihrend sonst keine Werthe des 
Argumentes existiren, fiir welche sin y den gleichen Werth 
annimmt. Wir koénnen nun im Sinne von § 37 eine Parcel- 
lirung der y-Ebene vornehmen, derart dass keine zwei Punkte 
derselben Parcelle durch eine jener Substitutionen verbunden 
sind. Die einfachste dieser Gebietseintheilungen ist die in 
Figur 19 dargestellte; durch die Punkte y = (& + 4) wer- 


—IUl | -—U —I 0 I I Ill 


Fig. 19. 


den Parallelen zur Ordinatenaxe gelegt. Die ent®tehenden 
Parallelstreifen bezeichnen wir durch Zahlen in der Weise, 
wie es die Figur zeigt. Hinem Punkte y im 0 Streifen 
entspricht der Punkt y + 2ka im 2k" und der Punkt 
—y-+ (2k-+ 1)a im (2k + 1) Streifen. 

Die Riemann’sche Fliche, auf der wir uns die Variable 
g ausgebreitet denken, wird aus unendlich vielen Blattern 
bestehen, und zwar diirfen wir festsetzen, dass jedem Parallel- 
streifen in der y-Ebene ein Blatt der #-Fliche entspricht; in 
der That ist hierdurch jedem der unendlich vielen y-Werthe, 
die zu demselben « gehdren, je ein Punkt auf der Riemann- 
schen Fliche zugetheilt. Die Grenzlinien der Parallelstreifen, 
tiber die hinweg man aus einem Streifen in den andern ge- 
langt, werden den Verzweigungsschnitten der Riemann’schen 
ache entsprechen, durch die ein Blatt mit einem andern 


wae aS ee 


eet 


auf der unendlich vielfachen x-Fliche abbilden (im Sinne von 


- Punkte = + (2k + 1)z. Die siimmtlichen auf diesen Paral- 
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communicirt. Wir finden daher die Verzweigung der Riemann- 
schen F'liche, indem wir die parcellirte y-Ebene durch x= sin y 


§ 23, 3). Die Parallelen, welche in der y-Ebene die Grenzen 
der Parcellen bilden, zerfallen in zwei Gruppen; die einen 


gehen durch die Punkte y = = -+ 2k, die andern durch die 


lelen gelegenen Punkte werden durch die Ausdriicke 


y=t42kn+ ot und y= t+ (2h+ 1x4 vi 


dargestellt, in denen v reell ist. In der z-Ebene entsprechen 
den Punkten der ersten Liniengruppe die durch 


C= Any = sin & fe 2k x a vi) == sin le + vi) == COS UF 
eg ery, 
eee 
dargestellten Punkte, wihrend den Punkten der zweiten Gruppe 
die Punkte - 


= sin y = sin G 1 (ht eee vi) = sin(—% + vi) 


e” + mre 
2 
zugehéréh. Lassen wir v alle reellen Werthe durchlaufen, 


ere 
2 


= — cos vi = — 


so nimmt As reellen Werthe von 1 bis unendlich 


an, und zwar fiir + v und — v die gleichen. Die Ver- 
zweigungsschnitte, die wir in der #-Flaiche anzubringen haben, 
laufen daher von « =1 und x = — 1 auf der Abscissenaxe 
nach rechts und links hin ins Unendliche. Auch die Zu- 
sammenheftung der einzelnen Blitter ergiebt sich unmittel- 
bar. Lassen wir dem Kk‘ Parallelstreifen in der y-Ebene das — 
i Blatt der a-Fliche entsprechen, so werden an dem ersten — 
Verzweigungsschnitt jeweilig das 2k und das (2k + 1)%, 
an dem zweiten Verzweigungsschnitt das 2k" und das (2k — 1)* 
Blatt paarweise zusammenzuheften sein (in gleicher Weise 


wie bei der Riemann’schen Fiche fiir y= Ya). Durch Um- 
kreisung des Punktes «1 gelangt man daher aus dem 
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2K" ins (2k + 1)* Blatt und durch nochmalige Umkreisung 
aurick ins 2k, wihrend eine Umkreisung von «= — 1 
einen Ubergang aus dem 2h ins (2h — 1)* Blatt nach sich 
zieht u. 8s. w. 

Die Anordnung der Riemann’schen Flache hitte noch in 
mannichfacher anderer Weise getroffen werden kénnen; jeden- 
falls miissen jedoch die Punkte « = 1, 7 = — 1 und x = ov, 
welche nach Formel (8.) Verzweigungspunkte sind, die End- 
punkte der Verzweigungsschnitte bilden. Jedem Arrangement 
der Riemann’schen Fliche entspricht eine bestimmte Parcel- 
lirung der y-Ebene; bei aller Willkiirlichkeit werden die 
Grenzen der Parcellen durch die Punkte hindurchgehen miissen, 
welche jenen Verzweigungspunkten entsprechen, d. h. durch die 
- Punkte 


a= > + 2ha, a= ++ (2h + 1x, u ==.00, 


§ 42. 
Productentwicklungen. 

1. Wir kehren nun zu den additiv periodischen Func- 
tionen selbst zuriick und stellen uns die Aufgabe, diejenigen 
unter ihnen, welche fiir endliche # verschwinden, in wnend- 
liche Producte zu verwandeln. Die Function sinw verschwindet 
fiir « — ka und zwar jedesmal in der ersten Ordnung; denn 
aus der Reihenentwicklung fiir sin ist ersichtlich, dass diese 
Function den Factor # nur einmal enthalt, und das Gleiche 
gilt fiir die tibrigen Nullpunkte, da sinz ungedndert bleibt, 
wenn man # durch x + 2kzx oder durch x — x + 2ka ersetzt; 
sina wird also das Product 


2) 1-2)(1-2) 04 DHA) O+S)~ 


als Factor enthalten, wenn dasselbe convergirt. Dies ist bei 
geeigneter Ordnung in der That der Fall, z. B. bei der An- 
-ordnung 


a «B-20+8)--FI0-#). 


da die Reihe Si Bat convergent ist. 
2 


i. ot <a a 
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Es fragt sich nun, ob zu (1.) noch ein nirgends Null 
werdender Factor tritt, und die Beantwortung dieser Frage 
macht Schwierigkeiten, sodass wir uns veranlasst sehen, zur 
wirklichen Entwicklung einen ganz anderen Weg einzu- 
schlagen. 

2. Nach § 39, 8 lisst sich sinnz fir ungerade » als 
ganze Function n Grades von y= sina darstellen hy 
die wir mit f,(y) ,bezeichnen wollen. Beachten wir nun, 


dass f,(y) fir v2 = a also fiir y = sin verschwindet, 


worin k= —7=*,_ = 8... 1,0,1,2,..2=3 
nehmen ist (fiir andere & nimmt y wieder dieselben Werthe 
an, da sin (w + 2ra) = sin’, sin(x — x) = sinw ist), 
anon wir 


Zu 


1 sin? @ sin? 7 sin?a 


sinnv=Csina 
setzen. Da 
mn? a? 

sin nx GA area) 
(2.) : = 5 = 

pag (iene Hes) 

as 1-2-3 po 

ist, so wird C=, also 


1 sin? x { sin?a Ll 
(3.) sinnw—=nsing =) LRN huts 


sin?— 


oder, wenn wir » ins Unendliche wachsen lassen und 


statt n, _— statt aL setzen, 


eee 
sin? — 
@ 


-sing—asin2| 1— 
(4.) Senet 1 
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und somit 


6) sine —o(1— 5) (1-5, )(1— gfe) 


Dass dieser Grenziibergang vollkommen streng ist, lisst sich 
wie bei unendlichen Reihen (vgl. § 38, 1) darthun. (4.) und 
(5.) convergiren unbedingt nach § 11, 2; bei einer endlichen 
Anzahl von Factoren bringt- der Grenziibergang keinen Fehler 
hervor, und die iibrigbleibenden haben einen verschwindend 
geringen Hinfluss. 


; P i Cine kee 
3d. Da sin2e = 2sinxcosz, also cosx = — - - ist. 


2° sna 
(1 s aa) (: - -) (1 ae 
172? Deae* Siotide 
i 2 


(6.) cosa == 


2? Va ae x 
1—-,) (1-355) (1-5) -- 


so folet 


4x? Aa? wae Ne 
ep) (1) (es) 


4, Setzt man in (5.) c= — so folgt 


(3) 0-3) 


= (2—1)(2+1) &—1)(441) 6@—1)641) _ 
2 s 6? 


2 2? 4 
oder die bekannte ‘Wallis’sche Formel 
mY a 22 4? 6? 
(1) TES Ge gy te See a ee 
§ 43. 
Partialbruchreihen. 


1. Um die gebrochnen trigonometrischen Functionen in 
Partialbruchreihen umzusetzen, kénnen wir aus. analogen 
Griinden wie bei der Productentwicklung nicht das Verfahren 
der unbestimmten Coefficienten anwenden, sondern miissen 
uns wieder eines Grenziibergangs bedienen. Nach § 39, 8 


| ae | 


ee 
* z 4 ae lea 
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sinn x 
COSnNX 
Ziibler und Nenner durch cos”% als rationale Function n'™ 
2k—1 
2” 


2k —1 
tga = tga, k= — 4+ 1,-F+2,---—1,0,1,2, 


stellt sich fiir gerade n tenz = nach Division von 


Grades von tgx dar, die fiir 7 = az, also 


n =. : . os 
‘++ >, in der ersten Ordnung unendlich wird, da cosna fiir 


diese Werthe in der ersten Ordnung verschwindet. Nach 
§ 16, 7, 8 kénnen wir daher’ setzen 


ape. 
+ , Oy, 
ae tyne = > CRIME VE 
: ‘. ee hg tg —.—— x 
a oder - 
~J n 
vs ; Sar 
=: (1.) oe e .,2% —1 
a ey ean 


Um a, zu bestimmen, multipliciren wir beiderseits mit — 


x 2h —1 x 2k —1 
tg— — ig—,,,— und seizen dann —-—-—,-—, s0 dass. 
rechts allein a, stehen bleibt. Wir finden a 

ok x yet ba | 
QQ = [taa(te 5, = te aae| eee 
d eg BS 
be 2x0 — (2k — 1)x 


bs an 


2k—1.. 
eee 


2 


Qu — (2k — 1) : 


oder, wenn -==y gesetzt wird, nach einfachen 


2n 
Umformungen i 
aes — cosny lou eeGainap e 71 
hie SIDA i Ib = 1 \ oe Deena 
Poh fe lame pemmete cs ogrriecg 


od 
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Indem wir zur Grenze iibergehen, schreiben wir 


1 
@ 
TF  weos? gree 
oo 
@) ic ae es sr gE 
— 41 - @ 20 
oder, da 
o sin — 
x 
ate = = Xs; 
@ 
cos — 
2k—1 
cos? 3 = 1 ist, 
w 
a 5; 
(4.) tga = — »! Sim en 
—241” Be tia 


worin die Reihenfolge der Glieder durch die Bezeichnung 
bestimmt ist. Durch Zusammenfassen je zweier Glieder 


erhalten wir die fiir beliebige endliche x, ausser 7 = = < . I, 
convergente Reihe 
\ 2 < 2 
(5.) tga = — > : oe 1) : — > (2k — DF gd ie 
iT th aes 1 1 pacaet a uw" — x 


Die Richtigkeit des Grenziibergangs kann wieder wie in 
§ 38, 1 erwiesen werden, da der Beweis der absoluten Con- 
vergenz von (5.) und der entsprechend umgeordneten Reihe 


(3.) nach § 5, 5 leicht ist. 


2. Da cotgr = tg Gd _ n) ist, so finden wir 


N) 1 1 x 
o)eS cotgc — Ea ee ae ae 
Aus der Identitit 

cotgx + tex = ales 


sinzcosz sin2az 


oder 


1 1 x ul x 
BOBO te a = CONE ee tnicg UE re 
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folgt weiter 
Q k 
a aes ee (— 1) 142) Soe “© 1)'ag 
(7.)  coseex = sing ie — k*x?? 
—w 
— e = ist 
soap = Cosee |g — #) ist, 


mE HA ca k}1 
> y —1 : 1(— 1 2k 1 
(8.) secrz = vcs Gat) 4 1 F Pye 
; 0 Y ae =) 14 


und da seca = 


§ 44. 


Weitere Untersuchung der gebrochnen periodischen 
Functionen und daran sich anschliessende Resultate. 


1. Die Functionen tex, cotgxz, seex und coseca% sind 
als Quotienten zweier transcendenten ganzen Functionen im 
ihrem ganzen Verlaufe, mit Ausnahme von # = oo und der 
Nullwerthe des Nenners, analytische Functionen, miissen sich 
also tiberall ausser in den bezeichneten Punkten in Potenz- 
reihen entwickeln lassen. Wir leiten nur die Reihe fiir 
tga und cotg” in der Umgebung des Punktes 7 = 0 si 
Da tga eine ungerade Function ist, setzen wir 
(Let ens tex =a," + a,0° + a,0° +-- 
und benutzen zur Bestimmung der Coefficienten die Gleichung — 
tg 7 cos“ = sinx 
oder 


2 4 
(a, + aye? + agar’ + +) (1 cat Bea 


x“ a8 x 
Ai a oe gota a tent ot 


aus der wir durch Ausmultipliciren und Vergleichen der 
Coefficienten gleich hoher Potenzen finden: 


(2.) 


a 4% 2k. 
Tee mee 
Be The Se Peta eter at f 
0 a GR ee 
Ue Soe Ws 
ial , af 
a nee eee Ae ae Vo re 
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und allgemein 


Gy, 9 a4 a6 
Mes ray ee ee se as 
n—1 
(— 1) ? 
TEAS SD eee ee 


Man sieht, wie man mit Hiilfe der hr (3.) 
die Coefficienten der Reihe nach berechnen kann, und wir 
finden 


Oi, 
f 
As, Sram aS? 
2 
cs a a 
17 
pale TE 


Setzt man 

£ ae ee 
(4.) SSP te See ey weet 
also 


| PN OPO CS (87 
so ist . 
(5.) tpl, tt, = 2,0, = 16, t= 212. uu. 8. w., 
und allgemein ist tr, durch die Recursionsformel 


n(n — 1) n(n — 1)(n — 2)(n — 38) 
1-2 Tr—2 a we ee ee eet 


tos 
n—1 
Sige 
oder, wenn die abgektirzte Bezeichnung von § 25 benutzt wird, 
(6.) Tn — NgTr—1 + NyTn— —-+-+=(— 1) a 
m berechnen. Die Reihe (4.) convergirt fiir |a| << = 


Ahnliche Ausdriicke erhilt man fiir xcotgx, seca und 
£ COSEC @. 

2. Dieselben Potenzentwicklungen lassen sich aber auch 
aus den Formeln von § 43 in ganz anderer Form finden, was 
uns zu einigen interessanten Resultaten fiihrt. Am bequem- 
tien gehen wir hier von der Partialbruchreihe fiir cotg# aus. 


——<—e rl CC 


7 
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Nach § 43, (6) ist 


2 
SS 
v4 
cotga = = — 24 >I 3 
eke 
ka 
entwickeln wir, was fiir |v| <a méglich ist, die eimzelnen 
, 2 
Glieder der rechten Seite ausser = nach Potenzen von ES 


und ordnen die entstehende absolut convergente Doppelreihe 
nach Potenzen von w (§ 10), so erhalten wir 
2s 


ss 


1 
(7.) COU Se Fe re oper tigre gy a: 
| wobei zur Abkiirzung 
+ 1 1 1 
(8) Ss=t+a+ato 
= gesetzt ist. Statt der S, fiihrt man gewéhnlich gewisse — 
a Gréssen B;, ein, die man als Bernoulli’sche Zahlen bezeichnet 
ait und die mit S;, durch die Gleichung 
eek. 
; ee : haga 1S me 
se . (9.) = TaT8- OH 
Be verbunden sind, so dass wir haben { 
deeenB 168. 
CE eas eters cen ye Sage eS): 
—a<“e“<+. 


Mittelst der Gleichung ss 
tg az = cotgx” — Qcotg 2a 


finden wir hieraus . : 
2 (22 —1)S, 2(2*— 1) S, sUed y 
| (11.) ee ee Pe ees 5 ( ) gow 
oder 


; 2?(22—1)B 24(24—1)B 2°(2°— 1) B 
(12) gee ne ety. . 3: 2 6” atk cg 


—2<a<4+F. x se 


3. Vergleicht man nun die Reihen nally und Aud 9 ode er 
Te mit PIE f 80° 0 ergiebt sich — 
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oder 


(13.) ree Tok 1 at 
: 469.8. (2h —1)-2(2% — 4)’ 


also ins Besondere 


1 1 1 
Pir aqack git ge ==, 
1 1 hee 4 
(14.) OSes rep tera mary eac => 
1 1 1 n° 
et es ae 

U. 8. W. 

und 
Kao, 
(14.) pee 


g2k—1 92k 4) : 
4, In engem Zusammenhange mit diesen Entwicklungen 
sin 


stehen diejenigen fiir log pars) und logcosx. Aus § 42, (5.) 


x 
folgt niimlich 


log = log (1 — = + log(1 — 4) 


2 
+ log(t— £5) +++, 


also, wenn man fiir |x| <a die einzelnen Glieder nach Po- 


2 
_ tenzen von ai entwickelt und die entstehende Doppelsumme 


nach Potenzen von « ordnet: 


p sing ee gee bs ear 
(15.) log (2 a nerseg Fo 305 —— ont : Bho . 
x at x8 


ye ee lt 


Ebenso haben wir 


(15.) logcosx = log (1 _ st + log (1 _ ae +:: 


4T; A? T. Ae bg 
=~ ine Fe ao tel F 
. wenn 
16 Pet 1 1 
(16.) 9a Ts gee alge tat, 


. gesetzt wird. 
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Nun ist aber 


Sin a = =F = xfs = ee =n oF “aa on a mat 
1 : 
=i aren oh = cle oo) ote ee 


S. 
= Dn + Sem 


also 

(17) (ees ee 

und somit 

(18.) log cosa—= — oe 2 ae A Bea ao ae 
Fe a* a8 


Ausserdem haben wir nach (17.) 


1 1 il od 
R-atptpt =F, 


(19.) =atpteat =, 
T.=a+ptyet == 

u. S. W. 

§ 45. 


Die allgemeine Potenz. 


1. Bereits in der Elementarmathematik wird der Begriff 
der Potenz, der zunichst nur fiir ganze, positive Exponenten 
einen Sinn hat, derart erweitert, dass er auch fiir rationale, 
positive und negative Exponenten Giiltigkeit erhalt. Hierbei 
darf nicht ausser Acht gelassen werden, dass a® fiir ge- 
brochne w eine mehrdeutige Function ist; will man indessen, 
wie das schon bei der elementaren Logarithmentheorie néthig 
wird, a® als eine bestimmte Function von a ansehen, die 
auch fiir irrationale w nicht sinnlos wird, so sieht man sich 
veranlasst, jeweilig einen bestimmten der Werthe von a® zu 
fixiren. Man pflegt nun bei positiven a fir a* immer den 
zugehorigen positiwen Werth zu wihlen, und es ist dann nicht 
schwer zu erkennen, dass fiir eine fortlaufende Reihe yon 
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z-Werthen auch a* eine fortlaufende Reihe von Werthen 
darstellt. Hs ist nimlich a = e8¢, wo wir unter loga den 
positiven Werth dieser Function verstehen wollen, und 
somit 


EES a log?a- a? log*a - x 
(1.) Gey Cse.c —— | a = + Aa ay Unt 


und da die Gleichung AS jedenfalls fiir alle rationalen « 
richtig ist, so werden wir sie zur Definition der Potenz fiir 
irrationale « zweckmiissig verwenden. a* erscheint also fiir 
reelle @ und « als eine transcendente ganze Function, somit 
auch als analytische Function. Wollen wir nun a® auch fir 
complexe x definiren, und stellen uns hierbei die beschrinkende 
Bedingung, dass a® iiberall (v = co ausgenommen) den 
Charakter einer ganzen Function bewahren midge, so ist 
durch (1.) a® fiir beliebige x bestimmt, da eine analytische 
Function, die auf einer Linie gegeben ist, sich nur in einer 
einzigen Weise fortsetzen lisst. Ist auch a complex, so tritt 


- die Schwierigkeit ein, dass loga eine unendlich vieldeutige 


Grosse ist und dass die Fixirung eines ihrer Werthe etwas 
Willkiirliches hat. Wir setzen daher nur fest, dass durch 
(1.) a® fiir beliebige x und a definirt ist, wobei wir uns die 
specielle Wahl fiir log @ vorbehalten. 


2. Wir wollen nun zeigen, dass bei geeigneter Speciali- 
sirung dieser Definition der allgemeinen Potenz der binomische 
Satz seine Giiltigkeit behilt. Falls |v| <1 ist und falls wir 
jetzt festsetzen, dass fiir log(1-+ x) derjenige Werth zu 
nehmen ist, der ohne Umkreisung von 7=—1 fiir =O 
in O tibergeht, so kénnen wir in 


(2.) (Lian erin +2) 4 MEET) | nilog® Oto) 4 


die einzelnen Glieder nach Potenzen von x entwickeln, indem 
wir 


logh + pe eee o.,, 
2 3 2 
log?(1 + «) ( — - i, a + at — 
U.S. W. 


setzen; hierbei ist ersichtlich, dass das (k + 1) Glied, das 
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n* als Factor besitzt, keine niedrigere Potenz von # wie die 
k enthalt. Ordnen wir nun die entstehende, unbedingt con- 
vergente Reihe nach Potenzen von x, so erhalten wir 
3.) A+ar=1+A@etAmMe+Aae+r-, 
worin die f, ganze Functionen von » sind, die nach dem 
eben Bemerkten keine héhere Potenz wie die kh enthalten 
werden. Da nun eine ganze Function k*" Grades vollstiindig 
bestimmt ist, wenn man sie fiir mindestens k + 1 Werthe 
ihres Argumentes kennt, und da fiir beliebige rationale, 
reelle (also jedenfalls mehr wie / Werthe!) die f,(m) nach 
§ 25 nichts Anderes sind wie die Binomialcoefficienten 1;, 
so’schliessen wir, dass auch fiir beliebige complexe » 

fi() = me, 
also 
(4. I+a2y"=l+tnaaetne+tnaw+--- 
ist. 

3. Die Entwicklung (4.) behalt ihre Giiltigkeit so lange, 
als die Reihe auf der rechten Seite convergirt, was jedenfalls 
fiir |w|<1 der Fall ist (vgl. § 25, 3); fir |x| —=1 wird 
eine besondere Betrachtung noéthig, die wir jetzt durchfihren 
wollen. Setzen wir »—~r-- st, so ist 


Moti]  jn—o|  |r+si—ol — V(r —o)?+38? 
oe, (1 es WO eer bee oa+1 Tal o+1 
Qr or? + 5?) 
eo fi-@- wo? ) 
Bs ae o+1 


oder, wenn wir den Zihler nach dem binomischen Satze ent- 
wickeln, 


ee aes Oe s* 
rons} 25+ 20? —get) e-tte te } 
My lo o +1 eee o-+ 1 


Bedenkt man, dass die weiteren Glieder im Zihler gegen die 
aufgeschriebenen von unendlich geringem Hinflusse sind, so 
erkennt man sofort, dass ein Zunehmen des absoluten Be- 
trags der Glieder, also sicher Divergenz der Reihe stattfindet, 
wenn ry < — 1 ist (nur r= — 1, s=O kénnte hiernach 
fraglich sein; doch ist dieser Fall bereits friiher erledigt 


ay 
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worden). Wenden wir das Kriterium von § 5, 5 an, so 


haben wir 
( e 
)=e 1— moet 


pairs 
i. ares opailltr—s —~) 


oder bei Vernachlissigung von Unendlichkleinem gegen End- 
Nyt a 


liches 
o(1— 2 j= a-br. 


- Ist nun r>0, so folgt hieraus, dass die Binomialreihe fiir 
|2| = 1 wnbedingt convergirt. 

Um den noch iibrigbleibenden Fall —1<7r<0O zu 
erledigen, multipliciren wir den Ausdruck 

Da = 1+ m0 + 0@? + +++ Nyx” 
mit 1+ 2; es ist 
Po (1 + @) = 1+ (1 +m) a+ (my, + 1g) 0? + (1m + 13) a> - 
+ (tor Mw) 2? + Nyt? 
oder, da nach § 25, (6.) 
Np—1 + hy, = 1 1-1 Bie 1 th = (n + 1), 


ist, 
Po(L + 2) — ny at? = 1+ (n+ Lye + (w+ Vya® + 
+ (m+ 1)o%”. 
Da der reelle Theil von n+ 1 der Grésse r+1>0 


gleich ist, so convergirt die rechte Seite dieses Ausdrucks 
fiir unendlich wachsende @ unbedingt. Ferner ist 


m—-1 n—2° n—w+2 n—o+1 
2 3 oi o 


ges) (ter) F Seed) 
= Hb) sy pe 


Jno] = [5 


und da 


poet) rte Yee ee 


o 
14* 


pees 
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= /i- Paci 


r+i-—9o 
he 


ist, worin wir uns 0 bei allen ins Unendliche wachsenden 
beliebig klein denken kénnen, so erkennen wir, dass fiir 
—1<r<0 das obige Product divergirt, da von einer 
gewissen Stelle ab 
n+1 n+ 1 Welaet n+ 1 
eerabeeces cleo > 


(uA). Sai 


ist und die Reihe 


o—1 


1 


1 1 1 
alt ach it Deal ome lie 


@ 


als ein Theil der harmonischen Reihe divergirt. Da ferner 


in unserem Falle 1 — —2——* ne = g <1 ist, so muss | 
. 
{ 
1 


[mol = 0 
sein. Hiernach ist, wenn wir zur Grenze tibergehen, 


pol +2) =1+(n4+1)¢4+ (2+ 1), +--, 


also pu(1—+ a) eimer convergenten Reihe gleich. Wenn 


daher nicht «= —1 ist, wird sich p,. auch fiir |#| = 1 emer 
bestimmten Reihe niihern, d. h. (4.) convergent sein. Dass 
fiir « = — 1 in unserem Falle wirklich Divergenz eintritt, 


geht daraus hervor, dass sonst die Reihe der Grésse 
[etiam [Cle ayer) 


ak [a = i) BIRT ek 
gleich sein miisste, die gar keinen Sinn hat, weil 0” = co 
und logO unbestimmt ist. 
Das Gesammtresultat lautet: 
Die Binomialreihe 
1 m% + 2,2” + NgX* + +++, 
in der n=r -- si ist, convergirt unbedingt fiir |x| <1; ausserdem 
convergirt sie nur noch fiir r>O und |x| =1, sowie fiir — 
—1<r<0 und |x| = 1, wenn én letzteren Falle x = — 1 
ausgenommen wird. 
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. § 46. 

¢ 

: Differentiation der wichtigsten additiv periodischen 
Functionen, 


‘3 1. Es ist nach § 21, 2 fiir 
x Aes Bae <a 
oe tae patie oa y an 


an) « 
> d 
hom os aoae Sane aoe St; Sate 
oe ; 
me) prs waa 
2. Setzen wir y = loga, so ist =e’, also 
dx ; 
st | dy == 3 = ‘ 
und somit ; 
Tice ; 
de « . 
P Die Beailiche Vieldeutigkeit des Logarithmus (wie auch . i 
iw der cyklometrischen Functionen) fallt nach der Differentiation te 
veg, weil sich die verschiedenen Werthe desselben nur um Ae 


ei unterscheiden, deren Differentialquotient Null ist. 


es 
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5 dy _cos*x-+sin?a 1 
(5.) an cos? a ~~ cos?a’ 
und fiir 
cos @ 

y = cotexz = cine 
6 dy: — sin? — cos*x __ 1 
(6.) a: ane sin? a. Bins 


4. Ist y = aresing, also % = siny, so haben wir 


- = cosy = V1 — sin’'y = V1 — 2?, 
also 
Ce ee 
ist y = arcecosx, so ergiebt sich ebenso 


e) eet ia cae 
haben wir y = arctgz, also w= tey,-so folgt 


Ces | 
dy cos*y 
oder, da 
uo] ss Neue Bea li phar 
1 + te? y= uf = cos2 y ion Be cos? y cos* y 
ist, 
dx 5 
Sl igty 142%, 
sont 
an ay Ted 
= 9.) dx 1+ a? 
ea und ebenso fiir y = arccotg a: 
i 
he dy 1 
: aD aioe at 


Bemerkenswerth ist bei den Differentialquotienten der ein- 
fachsten additiv periodischen Functionen, dass sie wieder 
ebensolche Functionen sind, wihrend die Differentialquotentate 
der Umkehrungsfunctionen ae Functionen darstellen. 


§ 47. 
Nirgends verschwindende transcendente ganze Functicioaal 
allgemeinste eindeutige additiv periodische Functionenial 
1. In § 29, 7 gelangten wir zu der Erkenntniss, 7 
transcendente ganze Functionen’ denkbar sind, die f 


J 
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kein endliches # verschwinden, und spiiter lernten wir eine 
solche in e* kennen. Es hat aber auch keine Schwierigkeit, 
einen allgemeinen Ausdruck fiir alle diese Functionen auf- 
gustellen. Bezeichnet nimlich 
Pia) = Ay Ape Aye? bo 

eine solche Function, so wird 

f(a) = log F(z) = log(A, + 4,2 + 4° + --) 

ene log (1 ee 7h 28 ra a ++) 
sich in der Umgebung jedes Punktes, der kein Unstetigkeits- 
punkt des Logarithmus ist, in eine Potenzreihe entwickeln 
lassen (§ 26, 5 und § 40, 9). Bedenkt man nun, dass der 
Logarithmus nur fiir «= 0 und # = oo unstetig wird, F(a) 
diese Werthe aber nur ftir = oo annimmt, so sieht man ein, 
dass log F(a) in jedem im Endlichen gelegenen Punkte 
den Charakter einer ganzen Function trigt, mithin eine 
transcendente ganze Function ist; ein Ubergang zwischen den 
verschiedenen Werthen des Logarithmus wird nur im Unend- 
lichen, nicht durch irgend welchen Umlauf im Endlichen 
stattfinden kénnen. Wir kénnen demnach 
f(#) = log F(a”) = a + 4% + Ae," -- ++: 

setzen, worin die rechtsstehende Reihe fiir beliebige endliche 
x convergirt, und haben also 
(1.) F(a) pee log F (x) = Eto a Bay B? 0. 
Jede transcendente ganze Function, welche fiir kein endliches x 
verschwindet, liisst sich als eine Exponentialfunction darstellen, deren 
Argument eine ganze transcendente Function ist, und umgekehrt. 

2. In derselben Weise finden wir, dass eine nirgends 
im Endlichen verschwindende transcendente ganze Function 
im weiteren Sinne: 


F(a) = Ay + Aye + Ax? + --- 
A_, A_, 
a 
x xe 
sich in der Form 
spot eee oS a ee 


a 


darstellen liisst, wo der Exponent eine transcendente ganze 


Function im weiteren Sinne ist. 
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3. Wir wollen bei dieser Gelegenheit auch feststellen, 
welches die allgemeinste cindeutige Function mit der additiven 
Pertode m ist. Haben wir fiir die eindeutige Function F (x): 

F(a + m) = F(a) 


. m ° m . 
und setzen wir 7 = 3x7 OSy, So ist f(y) = F (2 logy) eine 
eindeutige Function von y, weil die siimmtlichen Werthe von 


logy um 2kz7, also diejenigen von 5; logy um km diffe- 


riren, so dass F(a) fiir sie den gleichen Werth annimmt. 
2Mix 


Da nuny=e mist, so folgt 


F(2) = flew ). 


Ist umgekehrt f(x) eine beliebige eindeutige Function, so 


hat selbstverstindlich les ae 2) die additive Periode m. Man 
erhilt also die allgemeinste eindeutige Function mit der addi- 


tien Periode m, wenn man in der allgemeinsten eindeutigen 
2rinz 
Function em” als Argument einsetzt*). 


§ 48. 


Entwicklung transcendenter ganzer Functionen in 
unendliche Producte. 


1. Wir sind jetzt im Stande, eine wesentliche Liicke 
auszufiillen, die in der Theorie der transcendenten ganzen 
meee en bis jetzt geblieben ist. In § 29, 10 konnten wir 
noch nicht nachweisen, dass jede transcendente ganze Fune- 
tion, welche in unendlich vielen Punkten verschwindet, sich 
— yon einem nirgends verschwindenden Factor abgesehen — 
in ein unendliches Product von geeigneter Form entwickeln 
lasst. Jetzt wird uns dies gelingen mit Hiilfe des funda- 
mentalen Satzes von Herrn Weierstrass (in der in § 31, 2 
citirten Abhandlung): 

Ist 

My, As) as, eee (pn? *e 


*) Ist F(a) eine analytische Function, so ist auch f(x) eine solche, 
und umgekehrt, 


a 


' ee fa 
B® G-F)n@-(1-Z).@-(1— Fate 
| ~ bilden, in dem die px(2) geeignet gewdhlte, nirgends im End- 


lichen verschwindende, transcendente ganze Functionen sind, 
Beweis: Sind die Gréssen 
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eine Folge von Gréssen derart, dass 


ange] [as 
und 
Ay = >» 


— ist®*), so liisst sich immer ein convergentes Product 


> Ay, Ag, Ag, *** Any *** 
_ so beschaffen, dass , 


= a 1 1 
oe 34 be 
eine convergente Reihe bildet, so ist nach § 11, 2 


me (-30-2)¢-3. 


| ein unbedingt convergentes Product. ‘Trifft diese Voraus- 
4 _ setzung nicht zu, so setzen wir 


3 
Fe 2x (@) = auee 1 Rag 
id Pi sapion, dass das Proiluct 


4) (a a) 8 (2) (1 == a) e2 (2). vit ae a @in(®) ... 


& ibedingt convergirt. Ks ist naémlich 


SS eS 


ee ee ed 


1 2” 


eet es 


n 
a, 
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worin 0, (@) eine durchaus convergente Potenzreihe bezeichnet, 
die kein von w freies Glied besitzt, also mit w verschwindet 
und fiir endliche x mit wachsenden » unter jede Grenze 
abnimmt. lLiegen nun die absoluten Betrage simmtlicher 
1+ 0,(a) fiir alle |z|, die eine beliebig gross vorgegebene 
Grenze nicht tiberschreiten, unter der Grésse 4, so convergirt 


da 


a, fiir hinlinglich grosse n kleiner wie p, p< 1, also 
a” 
n 


N71 
Yd es | a B 


ist. Hieraus folet aber weiter die Convergenz von | 


ice) 1 4 
Sale| + Ol 
und somit auch diejenige von (4.) 

2. Zusatz: Die Producte (3.) und (4.) sind transcendente 
ganze Functionen, d. h. sie geben ausmultiplicirt Potenzreihen, 
die fiir jedes endliche x convergiren. 

Beweis: Die einzelnen Factoren dieser Producte stellen 
transcendente ganze Hunctionen dar, welche convergiren, wenn 
man auch ihre simmtlichen Glieder durch deren absolute 
Betrage ersetzt, und das gesammte unendliche Product con- 
vergirt ebenfalls noch bei dieser Umformung. Multiplicirt 
man nun beliebig viele, fiir jedes endliche x convergente 
Potenzreihen von der Form 
(5.) Ll+aataa’?+.-., 
in denen die a; und & positive Gréssen bedeuten, miteinander, 
so erhailt man wieder eine ebensolche Potenzreihe, die sich 
bei unendlich vielen Factoren derselben Grenze nihert, wie 
das Product. Wiirde bei diesem Prozess (auf das fragliche 
Product angewandt) ein Coefficient der Reihe ins Unendliche 
wachsen, so wiire dies mit der ganzen Reihe, also auch mit 
dem Product in demselben Stadium der Fall. Man erkennt, 
dass ein convergentes Product aus Factoren der Form (5.) 
eine stets convergente Potenzreihe liefert. Lassen wir aber 
an Stelle von a, und w Grossen treten, welche mit ihnen 


ax 
a, 
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den gleichen absoluten Betrag besitzen, so kann die Conver- 
genz hierdurch nur vermehrt werden. Hieraus geht die 
Richtigkeit des Zusatzes hervor. 

3. Wird eine transcendente ganze Function f(a) in einer 
unendlichen Reihe von Punkten a,, a), d3,)+++@,,++*, Von 
denen auch mehrere zusammenfallen kénnen, in der ersten 
Ordnung Null, so gentigen dieselben nach § 29, 9 bei 
geeigneter Ordnung den Bedingungen 

|Qx41] & |ax|, do = 00. 
Wir kénnen daher nach dem Vorigen eine transcendente 
ganze Function /’(x) in Gestalt eines unendlichen Productes 
bilden, welche dieselben Nullpunkte hat. po = g(x) wird 
daher eine nirgends Null werdende, transcendente ganze 
Function (eventuell auch eine Constante) sein, da es als 
Quotient zweier transcendenten ganzen Functionen tiberall 
ausser in seinen Unstetigkeitspunkten, die aber hier ausser 
«== 00 nicht vorhanden sind, den Charakter einer ganzen 
Function besitzt. Es ist somit 
f(a) = F(2) 92), 

d.h. f(x) lasst sich nach Absonderung eines nirgends im End- 
lichen verschwindenden Factors in ein unendliches Product der 
eben beschriebenen Arten verwandeln. 

4, Jede eindeutige Function f(x), welche in unendlich vielen, 
eventuell. theilweise zusammenfallenden Punkten a, , do, As, *+* An" 
von der ersten Ordnung unendlich und im Punkte x = oo 
wesentlich unstetig wird, sonst aber iiberall den Charakter einer 
ganzen Function besitzt, ist eine transcendente rationale 
Function. Denn die Punkte a,, a, d3,--+Gn,°++ werden 
bei geeigneter Anordnung wieder nach § 24, 4 die Bedingungen 

lags > |e], dy = 00 
befriedigen, sodass wir eine transcendente ganze Function J’(«) 
bilden kénnen, welche in den Punkten a, verschwindet; als- 
dann ist f(x) F(x) = g(a) eine transcendente ganze Function, 


also f(x) = Fray eine transcendente rationale Function. 


5. Haben wir eine doppelte Reihe von Punkten 
Ay, Mg, ***Ony*°*, 


TPN MCIOAN > aie oe 
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welche den Bedingungen 

|axy1| = [De], Go = 009, 

(bey1|<|bi|, be =O 
geniigen, so wird sich genau wie oben ein unbedingt con- 
vergentes Product 


A-Z)a@-(-g)n@--(1-F)e@- 
(t= 2)9a@)- GB) ea) 2)e@) 


bilden lassen, welches eine transcendente ganze Function im 
weiteren Sinne darstellt. Wir brauchen eben nur die beiden 
Theile des Productes nach denselben Vorschriften wie oben 
herzustellen. Hieraus schliessen wir, dass sich jede transcen- 
dente ganze Function im weiteren Sinne, von einem fiir kein 
von O und co verschiedenes x verschwindenden Factor abge- 
sehen, in ein unendliches Product obiger Art verwandeln lésst, 


wober eine endliche Zahl von Factoren des Typus (! Te) px (x) 
k 


in den Typus (1 — 2) pa(+ ) umgeformt werden kann, und 
umgekehrt. 

Weiter schliessen wir, dass jede eindeutige Function, a 
in unendlich vielen Pie von endlicher Ordnung unendlich 
und fiir «=O und «=o wesentlich unstetig wird, sonst 
aber iiberall den Charakter einer ganzen Function besitzt, eine 
transcendente rationale Function im weiteren Sinne ist. 


6. In ahnlicher Weise liesse sich die Méglichkeit dar- — 


thun, jede transcendente rationale Function im engeren oder 
weiteren Sinne in eine Partialbruchreihe zu verwandeln, deren 
Summanden die Form 


Sa te eden et oe) 
(Gee 


haben, wo g(x) eine Function NERO die fiir kein end- 
liches (eventuell auch von Null verschiedenes) x Null wird. 
Wir verzichten jedoch auf den Beweis dieses Satzes, da wir 
von demselben keinen Gebrauch zu machen haben werden. 


Sechster Abschnitt. 


Die Functionen mit multiplicatorischer Periode. 


§ 49. 


Construction der eindeutigen, multiplicatorisch periodischen 
Functionen mit zwei wesentlichen Discontinuitéitspunkten. 
1. In §34, 12 haben wir bewiesen, dass jede eindeutigeanaly- 
_ tische Function mit multiplicatorischer Période zwei wesentliche 
_ Discontinuititspunkte, nimlich «0 und «= oo besitzt und 
dass sie deren nicht mehr haben kann, wenn sie nicht un-* 
endlich viele besitzen soll. Nach § 48, 5 muss sie sich also, 
wenn wir yorlaufig nur zwei Discontinuitatspunkte zulassen, 
als transcendente ganze oder rationale Function im weiteren 
Sinne darstellen. Wir lésen nun die ganz allgemeine Auf- 
gabe: Sdmmiliche transcendente ganzen oder rationalen Func- 
_tionen f(x) im weiteren Sinne aufzusuchen, welche der Gleichung 


(1) f(pz) =f(@), |p| <1, 


* +p hd) a ~~ 


a 2. Setzen wir zuerst 

@) f (2) = 4, + a2 + a,” + agz* + --- 
+4 B+St, 
so ist 
f(p2)— a, + 4,92 + ayy x? aspim? + --- 


a_s,; a_» a_s ~ 
+ 52 + pet pa to 


also wegen (1.) 


a, = %, 
a = pa, 
Qe = 0. 


Es existirt demnach keine transcendente ganze Function 
eiteren Sinne, welche die Gleichung (1.) befriedigt. Wir 


Py hy 
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kénnen daher auch sagen, dass es keine Function f(x) der 
fraglichen Art gieht, welche ausser in =O und 4 =o 
nirgends wnendlich wird, da sie sich sonst in der Form (2.) 
darstellen lassen miisste. Allein es giebt auch kein f(z), 
welches ausser in = 0 und w = oo nirgends Null wird, da 
sonst sein reciproker Werth nirgends unendlich wiirde. 


3. Wenn also f(x) existirt, so muss es eine transcendente 


rationale Function im weiteren Sinne sein, die in gewissen, 
im Endlichen gelegenen Punkten Null und unendlich wird. 
Ist aber a ein Nullpunkt oder Unendlichkeitspunkt von f(z), 
so sind auch wegen (1.) 

a a 


ap, ap’, ap*, eae? ‘p? p?? é 
solche. Jedenfalls werden nach § 29, 9 nicht unendlich 
viele, durch Periodicitét nicht correspondirende und im End- 


* lichen liegende Punkte @ vorhanden sein kénnen. Sind nun 


ly, My, +++ Am die Nullpunkte, 0,, b,, ... 6, die Unendlich- 
keitspunkte von f(a), die durch Periodicitiit nicht verbunden 
sind (so dass nicht a, = p*a, u. s. w. ist), so wird f(a), von 


einem nirgends ausser in # = 0 und x = oo Null werdenden 


Factor g(x) und einer Potenz x abgesehen, im Zihler und 
Nenner nur Factoren von der Form*) 


Se ae eel 
ee ee on 


enthalten. Setzen wir 


e(p, x) = (1 + a) (1 + px)(1 + pz) --- 


ASO GtOGtE) = 
Goerhvenr dCs rap ee 
ee) ee 


*) Man sieht sofort, dass das folgende Product fiir beliebige von 


Null, unendlich und ap* verschiedene x convergirt, so dass ihm keine : 


dint Form gegeben zu werden cola 


\e- i Sete ‘ ee see ee > sae 


wa 


i 
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und {(#) wird die Form 


“( ae ( oa zs) 


8) fa) =—9(e)2 ~27 4 : 
a(R g Fen) (24) 


Sr irotizen miissen. 
Nehmen wir nun vorliufig an, dass »(z) eine Constante 


 C sei, so wird, da 


é(p,px) = (1 + px) (1 + pa) (1 + px) -- 
ee See) 
= = (1+ a)(1 + pa) (1 + pa) (1 + pia) 


“G40. 


é(p,p a) cant = e(p, 2) 


a" (— ay sr, 2, GO on 5), (2.- z) oo (2.— =) 

. m 

ee ae 
n 


Pe A, Uy A, °° 
C Se 


pte) 


obs dieser Ausdruck mit a tibereinstimmen, so miissen 


a (— Lane oe 


ist, die Gleichung 


8 pT Se ee 
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und 
(7.) D, by bs +++ By = Ay Ag Gy -** On p" 


ist. Weiter ist ersichtlich, dass nicht n = 1 sein kann, da 
sonst nach (5.) b, = a,p", also 


a x 
e( Mee OS 
‘1 


oder nach wiederholter Anwendung von (4.) 


ia : x 
des dence) 


sein miisste, wodurch f(a) zu einer Constanten wiirde. Ubrigens — 


lisst sich bei geeigneter Umformung der ¢ (v; «) mit 


Hilfe von (4.) der Factor x” leicht vermeiden. 

4. Es fragt sich nun noch, ob nicht f(x) einen Factor 
g(a) besitzen kann, welcher ausser fiir «0 und « = co 
nirgends Null und unendlich wird. -Ware ein solcher még-— 
lich, hiitte also f(w) die Form (3.), fiir die wir kurz . 
(8.) £@) = P@)¥@) — 4 
schreiben, so miisste wegen (4.) %(x) einer Gleichung 

v(p2) = cx*y(o) | 
(k positiv oder negativ), also g(x) wegen (8.) und (1.) eingl 
Gleichung 


(pa) aa a g(a) 


gentigen. Nun befriedigt aber — 


,(“) = € (2; z) Ce) ee 


- worin die « so gewihlt sein mégen, dass 


1 
Behe Sth car 


apes 


so dass 
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gentigte; f,(~) wire also eine multiplicatorisch periodische 
Function, welche fiir kein von Null oder unendlich verschie- 
denes x unendlich wird, und eine solche ist nicht méglich. 
Wir ersehen hieraus, dass y(x) nur eine Constante sein kann, 
so dass (6.) die allgemeinste Form einer eindeutigen, multi- 
plicatorisch periodischen Function mit zwei wesentlichen Dis- 
continuititspunkten ist. 


5. Aus (5.) geht hervor, dass f(«) in ebensovielen nicht 
fiquivalenten (d. h. durch Periodicitit nicht verbundenen) 
Punkten Null wie unendlich wird. Es ist aber auch leicht 
zu erkennen, dass es tiberhaupt jeden beliebigen Werth c gleich 
oft annimmt. Denn wird f(x) in n nicht aquivalenten Punkten 
unendlich, so ist das Gleiche mit der ebenfalls periodischen 
Function f(a) —c der Fall; die letztere wird daher auch nmal 
Null, also f(a) mmal der Grosse ¢ gleich. Sind ¢,, &,... Cy 
m soleche nicht aquivalente «-Werthe, fiir die f(a) = wird, 
so muss nach derselben Betrachtung 


OC Osc =” Uae 0, Cg CP 


sein; s wird je nach der Wahl der c% verschieden sein. Wir 
sagen von einer multiplicatorisch periodischen Function, welche 
jeden Werth mmal annimmt, sie sei von der n*™ Ordnung. 

6. Wir fassen die Ergebnisse unserer Untersuchung in 
folgende Siitze zusammen. 

a. Lis giebt keine eindeutige, analytische Function f(a) 
mit zwei wesentlichen Discontinuitiitspunkten, welche fiir kein 
von x= und % = 00 verschiedenes x Null oder unendlich wird. 

b. Jede Function f(x) nimmt jeden Werth fiir die gleiche 
Zahl nicht dquivalenter Punkte an. 

c. Hs giebt keine Function f(x), welche, von der Periodicitiit 


__ abgesehen, jeden Werth nur einmal annimmt (es giebt keine mul- 


tuplicatorisch periodische Function erster Ordnung). 

d. Bezeichnet p die multiplicatorische Periode von f(x) und 
SIMA O,, Gy, ... Om, B,, Bo, --. Bn 2wei Reihen nicht dquiva- 
lenter Punkte, fiir die f(x) ewei Werthe A und B annimmt, 
so ist 
OO... On = B, By... Brp’, 


Rausenberger, periodische Functionen. 15 


ag = 5a a 


nt ni” rege 


gehen wir von dem endlichen Ausdrucke — 
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worn dre ganze, positive oder negative Zahl s von der speciellen 
Wahl der a, und B,, die ja eime unendlich mannichfache sein 
kann, abhingt. 

e. Zihler wnd Nenner von f(x) setzen sich aus emer 
gleichen Zahl von FKactoren zusammen, die alle die Form 


é (», — al haben. 


a 


7. Stellt man nach § 37, 3 die Kintheilung der Ebene 
der complexen Zahl her, welche der Periode y= pa ent- 
spricht, so wird /(#) innerhalb eines Kreisrings jeden Werth © 
nmal, und zwar mindestens zweimal, annehmen. Wir finden 
daher keine Function f(x), die e* analog ist, deren Umkehrung 
also, von der Periodicitiit abgesehen, eindeutig ist; die Theorie 
der multiplicatorisch periodischen Functionen hat schon aus 
diesem Grunde einen ganz anderen Charakter, wie diejenige — 
der’ additiv periodischen Transcendenten. 

Wir werden uns in der Folge zuerst mit der Function 
e(p,x), auf die wir die multiplicatorisch periodischen Func- 
tionen zuriickgefiihrt haben, und mit verwandten Gebilden 
beschiiftigen, um nachher erst auf die periodischen Functionen 
selbst zuriickzukommen. 


§ 50. 
Die Function 7(p, £). 
1, An Stelle der Function «(p, x) fiihren wir zuerst eine 
mehr symmetrisch gebaute ein, die den Functionen mit der 
multiplicatorischen Periode p? entspricht; wir setzen 


(1.)&(p, 7) = e(p*, pe) = (1 + pa) (1 + p°2) (1+ p*a)... 


0+ (E(B 


und haben die Functionalgleichung 


(2.) &, (2, px) aa a 1 (p, 2). 


wetine Um fiir &,(p, @) eine unendliche Reihe herzuleiten, 


Pale) = (1 + 2) Chek ye Dia) s* Al. “ys =" ae 


Ra er AS en 
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aus, fiir den wir supponiren 


Qn(@) = 1+ a,27 +.a,07 + +--+ ana. 


- 


> Da 

: ; n 
 Ga(p2) = (1 + px) (1 + pe): (1 + pra) = EE* 9, (0) 
ist, so haben wir die Gleichung 

; (1+ ay + aga? + aya) (1 + pra) 

& = (1 + apa + apa? + --- + a,p"x") (1 + 2) 

; _ identisch zu befriedigen. Nach Ausmultipliciren der Klam- 
- mern giebt die Coefficientenvergleichung 


r+a=—1+ ap, 
ay + a, cree 8 + a, p’, 
ap” + ds = da,p + asp” u. s. w., 


_ 1— p” 
eee 1p? 
$< (1 — p") (1 — p*™*) 
re » U=pa— Pp ’ 


ee ie ee) 


 — p(t =p?) (1 — yp) 


U. 8. W., 
{ n— n—k--1 

L234 ++ +(k— » A= p")(1—p ke ‘4Q—p i ) aes 
amp @—pG—p)--G—p) val 


oe oe (1 a p") (4 po) p”—)-- (4'== Poe 
if Q@—pa—p)--G—p - py 
en wir- in der Gleichung 


+2) + pa) (1 + pa’) +--+ pte) 
bp ae a2? +++. + aya" 


x 
lle vor p,n” und x ee P’, 2n und pet so wird 


> 
ae 
4G hs 


apa 
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und nach beiderseitiger Multiplication mit 
pnb ey Ota ere e ree n> 


(1+ pa) (1 + pia) ++ (1 ++ pia) (1 + pz) 
(042)042)-04 04) 


a, na G49 2 
a pren——# ap pat (@n—1)—n2 © x prt?) @n—1)—m ” apa 


Gon 


owen enyege 
Pp 
at i a, 9 1 
“tr (n—1)(2n—1)—n? go a “(n—2)(2n—1)—n? = eA at at. 


Pp 
worin jetzt ; 
= pr+H) (n-+h—1) (1 — p) (1 — pp") --- 

(t= p) (1p) (1 — pF) 
— pimtyoeenesy Cap —B48) (pit gt-2)(4 gta) 9 
dp) py pee 


zu setzen ist. Gehen wir zur Grenze n = oo tiber, so wird 


ip 


pir—in—Mh2) 
antk = 


Ae ee ee pe 
perhen—D—8 ~ T= phd — pd —p)~ 


denn es leuchtet ein, date ein Product von der Form 
Wen Oem UU by roe P(t i P) 
fiir |p| <1 convergirt, da & 
[rata pee Ip®| +. 
convergent ist, und hieraus folgt zugleich, dass der Zihler 


VON Gnt, der Hinheib gleich wird. Wir erhalten die funda- a- 
mentale Formel (|p <1, 0 <a oi00} 


; (3.) e,(p, 2) = (1 + px) (1+ px) (1 + pia) ce 


ADOC 
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3. An Stelle von «,(x) fiihren wir nun abermals eine 
neue Transcendente ein, die wir dann den weiteren Unter- 
suchungen zu Grunde legen; wir setzen 


(4.)  4(p, #) = (1 — p*) (1 — p*) A — p®) +(e, @) 
und haben somit 


(6.) n(p,2)=(1—p*)\(1—p')(1 — "(+p )(1 +p 2)(1 +p *2) 
(42) 2)(14- 2) 
und 


(6.) (p,x)=1--p (e+ =) so pat ) SL. p'(a°+ -) Bie 


oo -+ a 
= | + > pe (* + = )= Dh" a”. 
i —o 


Die Functionalgleichung fiir n(p, 7) lautet: 


(7) n(p, P2) = >= 1(P, 25 


ausserdem haben wir 


(8.) y (», = 1 (p, 2). 


n(p, 2) ist wie die vorhergehenden Transcendenten é(p, «) 
und ¢,(p,@) keine multiplicatorisch periodische Function, 
sondern gehért zu einer Gruppe von Transcendenten, die wir 
erst spiter um ihrer selbst willen einfiihren werden; vor- 
liufig erscheint y(p, x) nur als Hiilfsfunction, die zum Aufbau 
der multiplicatorisch periodischen Functionen nothwendig ist. 

4. Durch Specialisirung erhalten wir*) 

(9.) n(p, 1)=(1—v*)(1—p)—p*)-- [A te) +p")? 
ee = 1 + 2p 2p*-+ 2p + --, 
(10.) n(p, -1)=(1—p*)(1—p*)(1—p)- 19) 
= 1 — 2p + 2pt— 2p + 
Bei (10.) kénnen wir noch eine Umformung ausftibren, die 
in der Folge dfters gebraucht wird; es ist nimlich 


: 
| 
; 


*) Fir 4(p, 1) schreiben wir in der Folge Ofters 4, wenn eine Be- 
—gzeichnung von p iiberfliissig ist. 
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(1— p) (bp) Gop") lbp) Leap Eas 
“(1 + p) (1 +p’) +p’) + = (1 — p*) (1 — pp) (1 — pp) - 
-d—p)1 — p’)(1—p’)---d+p)0 +p) + p’)---, 


also 
1= (1 —p)(1 — p*) (1 — p’)---(1 + p) (1+ v®) +p’) 
oder 


Hiernach wird 


RA (1 <p?) =p) (Aa 
UP-D= ety atP) Oe F 
OSes CR ay Oe OU Set eG EP 
sy [QE 2) ie pa Sept) 12 
oder 


7) C=O Po 
(12.) n(p, 1) a + p) @l + p?) (4 ph) aa 


; Weiter ist 
= (13.) a(p, + 4) = 1 — p*) (1 — p) (1 — p’)-- 
(A+ pi) (1 + p*s) (1+ p*t)--(1 —pij(l—p 9 (ee 
b: Segment cue oe) 
= 1 — 2p* + 2p — 2p + .. 

= (14.) n(p,p)= Mors piers th = (LED LE DOLE po 

-2(1 + p*) (1 +p) (t+ p')- 
=2(1—p)1—p)d—p').. Lat ae th Cantal B 
(15.) N03 


Ph . c: 


§ 51, 
Die Transformation von 1(p, 7). 


pod Wa HRT 3 
AP aig 0 0 ee eae p)-- d 
-(1—ptat)(1—p'a2)(1— pat). DiceNet ey 
= (1— p'‘)(1 Fa 7s av tea) tend +? aye 


ss 
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oder 
(1) n(p?, — 2) = (i — p) 1 — yp) a — p™)- 


cs p)a—pya— p) + pu (DP, ©)n(v, — #) 


ep A is oy Jeli a 


= 4 —p)i— p} AM p-- ~ 4 (p, x) np, Ba a) 


1 Py 
=Fes ap Me #)n(p, — 2), 


woraus weiter durch Hinsetzen von ia fir x folgt: 


: 1 
(2.) n(p, @ 2) (Lip) (b- p*)( HES 


G@— pad — pa — py TP, 12) n(p, — 221) 


‘ . 
np 3): n(P, aie — im). 


2. Bezeichnet « eine primitive n Hinheitswurzel, n eine 


_ ungerade Zahl, so ist 


14+-r=(A+7(1+ er) (1+ ?r)---(1 + a"), 


und durch Anwendung dieser Formel auf die einzelnen Fac- 


toren von (p", x") folgt leicht: 

; (1 = 2). — p*) Gp) 
3. ae) S= 

oan?) [a +p) — p(t — p) +I" 
.n(p, %)n(p, x) (p, aa) --- 4(p, a" 2). 


3. Ferner ist, wenn der einmal gewahlte Werth fiir pe 


_ wihrend der ganzen Rechnung beibehalten wird, 


n(p},a)=(1—p)(1—p*)(1—p*)--(1 + pt) (1 + p?a)(1 + pte) 


: (+204 6+4)- 
= ata p)(1—p’)-+- (1+ pia) (1+ pix) (1+ pt2)-- 
(1+ p?) (1+ pia) (1+ p¥a)--- 


(42) (42) 042) 042) 042) (048)- 


—(1—p)(1— pp) +P me +p = (Ate “) 


‘ (1+ ppta) 1 + p'pta) 1 + p°pta)--- 


CCH CT A) 


(oO HPO+2- 
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1— p)(1 — p?) (1 — 3 
= Ee a 1 Sa, ahs) 
oder, da nach § 50, (14.) . 

(pi, pt)—=2(1—p)(1—p?)\(1— "LE p)(1-+ p(t p)P 
— 214 — yp) — p*) (1 — p®)-- -P [t+ yp) A + yp) +p): J 
(1 =p) (E =p?) @ — pt) = 7 

1216 = pI Pe Se Pee 

(=P) (Lp) epee 


ist, 
(4.) n( pt, 2) = oe » 1(r— i) ue, ve). 


a 
4. Fiir ungerade m haben wir, wenn wir wieder fiir px 


emen der n Werthe beliebig wiihlen Get dann durch die — 
1 


k z 
ganze Rechnung beibehalten, so dass ie = te) ist, und — 
wenn wir gleich in geeigneter Weise umordnen: 


aly, x) = (1 i) fee at (1 See 


(1 4-pra) (1 pene) (1 + p earl 


2n—1 4n—1 


AR ge a, OD (14y° n tt) 


v7) ( 
(For) 


a 6n ya 


any pal pes Zi aha n 2) ee ae ‘a 
a oh, c Rie c. : 
6) ‘alow $5 ae a 


sei 


ry p?): op" tiseat 


ale /"\P; 
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Die vorstehenden Formeln, die durch Combination von (3.), 
- resp. (5.) mit (2.), resp. (4.) sich auf beliebige gerade n 
ausdehnen lassen, erlauben es uns, sowohl y(p", x”) als auch 


1 
1 pr, 4 durch ein Product von n\Grissen y(p, ax) aus- 
zudriicken. Man bezeichnet diese Umwandlungen als die 
Transformation der Function y(p, x). 


§ 52. 
Das Multiplicationstheorem fiir 7(p, ~). 
1. Wenn auch y(p,xz) als nichtperiodische Function 
kein Functionaltheorem im Sinne von § 33 besitzen kann, so 
_ lasst sich doch fiir dasselbe ein complicirteres Theorem 4hn- 
licher Art erweisen. 


Ks ist 
+ + a 
u/| (Bp, 2) (p, Y) a= > pram ¥ > pry” 
elon — 
oder, wenn wir die Multiplication gliedweise ausfiihren, 
+a to 
np, %)n(p, y) = > >t pte am yn 
a 
und ebenso 
+0 +0 
2-9 — St Screen. 
cope hears 


Addiren wir die beiden letzten Gleichungen, so heben sich 
rechts alle Glieder heraus, in denen m-+ mn ungerade ist, 
wihrend die iibrigen doppelt auftreten; wir erhalten also 


+m +o 
n(p, %)n(p, y) + ME En x)n(p, — Y) ae ie me gymtn? gem gyn 
—o —o 


_ wo jetzt die Summation iiber solche Combinationen von m 
und » auszudehnen ist, fiir die m- » gerade wird. Setzen 
Wir nun 


m-+n=—=2r, 
m—n = 2s, 
also 


m=r-+s, n=r—s, m+n? = 2(r? + 5%), 


: 
ce 
re. 

oe 
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so erhalten wir offenbar die simmtlichen geeigneten m und 
n, wenn wir r und s alle ganzzahligen Werthe durchlaufen 
lassen. Daher haben wir 


( 3 ) ( ? ) 7] av y ’ > > 72 4 
yn pP ? x q p ? 72s? r—-s ane , 


= 5 


+0 +0 


= 3S wtoveny (2) 


—0 —o 


+o 
= Ss pe (ayy 5 > pre (2) 
—o —o 


= n(p*, oy)n(r% 2) 
oder 


Q) ate y)n(p ) (Ps #) nD, y) + C2 — «)n(p, — 9) 


Diese Gleichung, aus der wir spiter eine sehr grosse 
= Anzahl anderer herleiten werden, empfiehlt sich vor den — 
Me. iibrigen verwandten durch ihre Hinfachheit und Symmetrie | 
ae als Normalform des Multiplicationstheorems fiir (yp, 2). 
2. Setzen wir in (1.) p’a# statt w, so folgt daraus nach 


§ 50, (7) | ae 

(2.) pan (p?, p?axy)n (2 p Ea a me oe —x)n(p, a 

Substituiren wir ferner in (1.) und (2.) a= wv, y= ~, sO 

erhalten wir 
| Hecont a) <r 1p, — we) (P5— 

(3) 9(pw)n(p4,0) = : 

und 
(4) puny (p*, pu") y (p*, pe”) 


1(P, wn(n, aye (Ps — -wo)n(p, a — 

7 Te DMCG fa ae Re VO) yids Sora iar 
Durch Addition und pas Se von. as und oF finde 
schliesslich oie 


Bes 
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und 


(6) -n(p, — wo)n(v, _ *) 


v 
= (p", u’)n(p*, ) — puvg(p?, pu®) n(p*, po"). 
Weitere Umformungen dieser Gleichungen nehmen wir spiiter vor. 
§ 53. 
Die vier 74-Functionen. 


1. Ausser der Function »(p,#) wollen wir noch vier 
andere Transcendenten einfiihren, die sich zur ersteren in einer 
Hinsicht ahnlich verhalten wie sin x und cos zu e*, aber 
doch wieder einen ganz anderen Charakter tragen. Wir 
setzen*) . 


no (Ds z) = nlp, ia) a nlp! ia) 
nu(p, ©) = — het, #2) — not, — ie) 
(1.) : 
; heey 4 Fav 
No (Pp, a) = aly, a) bp ; 2) 
4 ee 
1s(P) 2) = n(pl, «) + alp a) 


Diese Functionen sind in Bezug auf p zum Theil vier- 
deutig, und wir setzen ein fiir alle mal fest, dass in ein 
und derselben Rechnung bei simmtlichen vorkommenden 


Na(p, x) fiir pt der gleiche Werth gewahlt werden soll; bei 


_ den multiplicatorisch periodischen Functionen, die wir aus 


den ma(p, x) bilden werden, hebt sich die Mehrdeutigkeit 
heraus. 


2. Die Reihenentwicklungen fiir die eingefiihrten Func- 


_tionen lauten, wie aus § 50, (6.) folgt, 


*) Die Bezeichnungsweise fiir diese Functionen ist ganz analog zu 
der fiir die analogen Thetafunctionen bei Kdnigsberger, ,,Vorlesungen 
tiber die Theorie der elliptischen Functionen“ gebrauchten gewihlt, ob- 
wohl sie der hier gegebenen Einfiihrung nicht entspricht. 
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o +a 
No(p, %)=1-+- > —1p"(o ok oa )= >(—Lprat, 


—on 
oo (2n-4+1)? : 
(Pp, %)=—=—t 2 til ee Sis be (om Fl ) 
(2n-+-1)? 
(2.) = — 1 > (— 1B ik ORE MR 
CO _  (2n-+-1)2 00 (2n-+1)? 


N2(p, t= Dip k SC ae re Jae ip <2 SS eee 


eZ) 
2 1 F 
{Ns (P; #) Ler (a = 4)—Sty om 
1 ie = 


3. Vergleicht man diese Reihen mit § 50, (6.), so er- 
kennt man leicht, dass 


No(P, X) = 4(p, — 2”), 

3.) 11 (p, #) = — iapkn(p, — pa), 
ns (p, #) = xptn(p, px*), 
13(p, %) = n(p, ”) 


ist, eine Darstellungsform, die fiir die Folge die wichtigere 
sein wird. Wir haben mithin die Productentwicklungen 


@ me) In-+1 
no(, 2) = | t (1 —») Pa ao BEE) (1 mor ); 


nie) — "2 [To =p )0—2") [of pa —- 


(4.) 
ny( 2,2) = ® P[o-ryatey | fat(14+ 9), 


ty (D,) = [To diel >To pint y?) @ ite 2n-+1 an 


Wir stellen nun eine Reihe von Formeln zusammen, die sich 
unmittelbar aus den Definitionen der yq(p, x) und den Higen- 
schaften von (p, £) ergeben. 
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4, Aus § 50, (7.) folgt 


: no(P, par) = — an No (Ps 2), 

z 6) 11 (DP; Px) = — sai 1 (DP, 2), 

: "2 (P; P2) = 3 ta (P, 2) - 
7 Ns (P, v2) = oat 1s (P, 2). 

4) 


5. Indem wir, wenn es nicht nothig ist den ,,Parameter“ 
 p za markiren, je = Ye(p, 1) setzen, haben wir 
> ©) »=G—2")d—p)\—p)---[—p)(A—p)(1—p)---P 
oder mit Hiilfe von § 50, (11.) 
(4 meee) (tp) a — ps 
eet [a +) a+ p) 4 +p) ---] 
Pt pp) 2) et 2p) 
[4 +p) +p) a + p’)---F 
oe ce?) ( —p) 0 9") =e: 
G+ pd +p) + p’)---? 
(8) ™ = 0, | 
6) ees [eter | 
— yt PE poe Gap . 
[@—p)a-pya—p-- Zz _ 
G9) (tp) — pe) >: 
ae 
“0, i he (1 —p)(1—p*)-- (otoatmnts f 
wom wir noch beifiigen 
aL) No N23 ~ . , 
4 apt [A—p\—p dp) - ~/P[+)\t-+p4)+p%)--}? [e-bneb ont > Pi 
% [Aa eGt pG+ 9) -|ny yo | 5: a 
5 -eet{a =9)0—2) 0p) -). niet oe 


Ferner ist 


ee re Ae aa eae 
2) my = 2pt + Qpt + ap¥ +... ae 
e: hm 1+ 2p + Be 2p a. 
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6. Weiter ist 


No(P, — X) = No(p, x), 

1 (DP, — £) = — ,(p, 2), 

2 (Pp, — %) = — No(p, ”), 

3(P, — #) = N3(p, a); 

No (D, 2a) = Ns (P, 2), 

ny (p, 12) als (2, «), 

Ne (p, 3) hil (p, @), 

Ns (DP, 1) = No(p, #); 

no (P, Pia) = =— m(p, 2), 
pix 

Ny (p, pa) a oe No (Pp, #),- 
p* x 


rie 
no (p, pra) = = "s(P; *); 
p i 


1 
13 (p, pra) = = No(P, #): 
p x 


Ins Besondere ist 


(16.) No (P, Seas 1) = No) 


2p, — 1) = — yp, 
(17.) No (p, d) = Ng >, 
No (2, )=—4, =0, 
(18.) NP, a ) =e aT 
No(P, a! t) eat 0, 
No(p, p?) = 0, 
(19.) ; 
na(p, p*) == 1, 
p 
to(p, — pt) = 0, 
(20.) ; 
No (p, a Pp) Bier gat Ns) 
p 


u(p, cr 1) = 0, 
n3(p, — 1) = Hp; 
11 (p, 7) = No, 

13 (Pp, 7) = Np; 

1 (P, Ts. 2) Fa pee IL 
3 (P, — 4) = No; 

1. (p, p*) = pM 


1 
13 (p, p?) = = 33 
j Pp 


n, (p, — p’) ae - No, 
P 


1 
n3(p, — p?) 4 acs 
Pp 
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Ferner bemerken wir noch 
(21) | No(— P,%) = 15(p, @), ms (— P,®)=(—1)* n(n, 0), 
No(—p, 2) =(—1)*n.(p,2), N3(— P, a) = 1)(p, x), 


worin allerdings (— 1)! keine eindeutig bestimmte Grisse 
ist, wie dies der Vierdeutigkeit von y,(p, #) und y,(p, #) in 
Bezug auf p entspricht. 


§ 54. 
Die Multiplicationstheoreme der vier 7-Functionen. 


1. Aus den Formeln von §§ 51 und 52 erhalten wir 
eine grosse Anzahl von Multiplicationstheoremen fiir die vier 
y-Functionen; zur Abkiirzung bezeichnen wir in der Folge 


Nate Ny(P, xy) (», =) mit [a679] 
und © 
Na(P, X)ng(P, x) ny(p, ¥)na(p,y) mit («Byd). 
Zunichst folet aus § 52, (1.) 


) _ alv®, «)n(p?, y) ab (p?, — x) n(p?, — y) 


n(v,29)(p, = 
_ oder mit Hiilfe von § 51, (4.) 


n(p, xy) n(P, ; a reek Cs) v7 (p, p?a) n (2%) y ie y) 
4 +a(2, ~ vi)" (p, —vta)n(p, — nora) | 


oder, wenn wir pa” statt a, pty? statt y setzen, 


n(p,pa*y*)n(2,<2)—= rae) [ n(n, 2%) (p,p0*)n(p,9?) np, by”) 


+n (p,—2°)n (p,—p2*)n(p,—y)n(p,—py’) | 
und schliesslich, wenn wir beachten, dass 


(1.) mm3—=2p"| (1 — p*)(1—p( — p')--- |? 
[a+ )0+21+09~} [+p p)(1+-p*)-- P 
= 2p! | (1—p®)(1—p)(1—p)--- P+) +p) (1 +p’) 
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= 2p'| (1—p) A —p*) 1p) PF [+ p) + 9)d-+p)-} 
_ pin? (p?, v®) 
2 
ist, 
[2323] = (2323) — (0101). 
Setzen wir ia statt #, dann p?a statt w, endlich ip*a statt 
x, so erhalten wir hieraus 
[2310] = (0123) + (2301) 
[2332] = (2323) + (0101) 
[2301] = (0123) — (2301). 
Setzen wir ferner — p statt p, so folgt aus § 53, (21.) 
| [2020] = (2020) — (3131) 
[2013] = (3120) + (2081) 
[2002] = (2020) + (3131) 
[2031] = (3120) — (2031). 


2. Durch Multiplication von (1.) und (2.) in § 52 mit 
einander erhalten wir 


Apen(y*, ey)n(v', pay)n(v', =) n(p%, v* =) 
= 1° (p, ©) n*(p, y) — 0°(p, — #)n*(p, — 9) 
oder, wenn 3 an Stelle von x gesetzt wird, 
4an(p?, *2) (Dp, pay) (v3, =) n(p 2s) 
=1(», 2)n', 9) —2(,—=)n@, — 9) 


oder nach § 51, (4.), wenn vorher 2” statt w, y? statt y ge- 
setzt wird, 


n(n, »)n(p, y?)n(p, =) 
2(,, %)\ 2 2) 2 a?) 2 2 
avi (», =n (p, ¥")— 7 (», = =n (», — y*) 
und schliesslich nach einfacher Umformung der rechten Seite 
[2233] = (2233) + (1100). 
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Ersetzen wir der Reihe nach w durch ia, p*a, ipta, so folgt 
weiter 

[2200] = (1133) + (2200) 

[2222] = (3333) —\(0000) 

[2211] = (0033) — (3300). 
Vertauschen wir in den beiden ersten Gleichungen x und y, 
so erhalten wir 

[2233] = (8322) + (0011) 

[2200] = (3311) + (0022), 
and durch Einsetzen von p*y, resp. ip*y statt y in der ersten 
Gleichung und nachfolgende Vertauschung von x und y 

[2222] = (2222) — (1111) 

[2211] = (1122) — (2211). 
Durch Ersetzung von p durch — p folgt hieraus nichts Neues. 

3. Hine dritte Serie von Gleichungen geht aus der Formel 

(5.) in § 52 hervor, die wir unter Anderung der Bezeichnung 


~ nach § 51, (2.) in 

iyi, — 1)n(y, ny)n(p, =) 

A =1(p, 1x) n(p, — ix)n(p, ty) n(p, — ty) 

; + pxyn(p, ipx)n(p, — ipx)y(p, ipy)n(p, — tpy) 


transformiren. Hierin setzen wir ix? und iy? statt a und y 
und gelangen durch die Bemerkung, dass 


62) me =—[A—~)0—v)A—2)---f 

[G— 9) dp) d= p®)---P 

= |(1 — pt) (1 — p’) (1 — p®)--- 

-[ — ») A — py — p®)---}* 

fame} - 
ist, zu der Formel 
[0303] = (0303) + (1212), 

‘aus der durch Ersetzen von # durch ix, pia, ipta die weiteren 

[0330] = (0303) — (1212) 7 

[0312] = (1203) + (0312) © 

[0321] = (1203) — (0312) 


folgen. 
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4. Eine vierte und letzte Serie von Formeln erhalten , 
wir durch Multiplication von (5.) und (6.) in § 52, wobei © 
wir die Gleichung . 

n(p, 2u)n(p,— 2u)n(p, =)n(p, 2) 
: Z 
= n° (p*, 2°) 9? (p*, y*) — pa?y?y?(p*, pa”) y” (p*, py”) 


oder 
n° (p, — 1)y(p*, — x*y*)n (v*, ms =) 
= 1° (p*, 2)? (p*, y®) — pea’ y?n? (p*, p?x*) n° (p*, p>y”) . 
finden, aus der durch Einsetzen von p fiir p’ folgt 
[0000] = (3333) — (2222). . 


Hierin ersetzen wir # durch ix, pta, pte und finden 
[0033] = (0033) — (1122) 
[0011] = (3322) — (2233) 
[0022] = (0022) — (1133); 
ferner erhalten wir durch Vertauschung von # und y in der 
zweiten und vierten Gleichung 
[0033] = (8300) — (2211) 
[0022] = (2200) — (3311), 
und durch Hinsetzen von iy statt y in denselben Gleichungen: 
[0000] = (0000) — (1111) 
[0011] = (1100) — (0011). 
Hieran reihen sich noch acht Formeln an, die durch Krsetzen 
von p durch — yp aus den acht letzten hervorgehen: 
[3333] = (0000) + (2222) 
[3300] = (3300) + (1122) 
[3311] = (0022) — (2200) 
[3322] = (8322) — (1100) 
[3300] = (0033) +- (2211) 
[3322] = (2233) — (0011) 
[8333] = (3333) + (1111) 
[3311] = (1133) — (8311). 


5. Setzen wir « = y = 1, so erhalten wir aus simmt- 


- 
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lichen Formeln wegen des Verschwindens von y, nur ein 


einziges Resultat, nimlich (2. B. aus [3333] = (0000) + (2222)) 
(3.) N3' = N° + Na" 


oder 


« (3) + (2)'=1 


Wir setzen in der Folge 


my 4 (to) — 

») i) See (2) * 

und bezeichnen x als Modul, x, als complementiren Modul; 
aus (4.) wird dann 


(6.) ie aes? ee 
6. Nehmen wir nur y = 1, so erhalten wir vier Glei- 
chungen; z. B. aus 


[2200] = (1133) + (2200), 
[3300] = (8300) + (1122), 
[0000] = (8333) — (2222), 
[0011] = (3322) — (2233) 
folgen die Relationen 
NaN (P, ©) = ns? n,"(p, @) + n9°N2(p, «), 


4 (1) Ns No (P, L) = No?Ns3°(p, &) + ye?n,"(p, 2), 


No No (Ps £) = 3°N3°(p, Z) — y?n,"(p, 2), 
No 1" (P, H) = No? N3"(p, LX) — H3"N.?(p, x), 


_ deren beide letzten nur Transformationen der beiden ersten 


sind, die wir in die Form 


x Ny AP» ©) *(p, 2) 2 No (Pp, ©) “(p, £) 2 

BS.) UCR Le CICS Ramee 

und 

(9.) yg? 2 ABO) Ny "(Dp @) + x 2 Ns" (P» x) Bey | 
AS no(p,@) ' ™ “a*(p, 2) 

. bringen. 


§ 55. 
Die Transformation der vier 7-Functionen. 


1. Nach Aufstellung der Multiplicationstheoreme der vier 


_4-Functionen ist es ein Leichtes, auch die Transformations- 


16* 


7 oF 
So 
. 
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formeln von § 51 auf letztere zu tibertragen. Wir haben 


ay Eronmeats Penitee Gees Bayi i0 1S) 2 LA oem 
(1-) mo(w*, 2°) = 0 (p", — #) = Te — yn (p, 2) np, — 2°) 
we” 1) 


=F (py iy Mo(Ps 2) Ms(B, @) = Emo (D, 2) sD, n);*) 
1 
(2.) ty 0", @) = ayn (P, “ Nz (p, 2) 
| ae oP)», (p, 2) ma(P, 2), 


no(p, @) = p'a?n(p%, pat) 
2 : ; 
eo ipx")y(p, — ipa’) 


no(e 1)'2 Pr a2)n(p~ ae 


“, yeh we 1 
ke wenn «@=e*, also a =¢ ist; diese Gleichung geht nach 
1 der Formel [2222] = (8333) — (0000) unter Beriicksichtigung, — 


ee dass 
(3.) N3(p, &) = 4(p, %) und No (p, «) = (p, — ?#) 
=1(p, 5) =1(p, 4). 
und weiter ne 
(4.) CAG eV ik OE ss eo GR i OB osha)! 
(UP pty a ee ieee aa Lp s) ‘j 
—=(1—p)(—p) dp) +p) +) (0 ¥ pa 
= (1—p'!) (1 —p) (=p) --- dp) (1 — pd — 9%): 
: isp) Ce pO Cbs aa 
ae 9) he) Bes ‘A—p)Gd—p") a —p™).- 
— =(1—p*)(1—p") (1 —p™)-- oa oe ee p'y(l— ae y 
Get LO err aed. oa Mike oe ee 
also nach § 54, (2.) | a oi 
(5.) pas )- = a b, 7s sa y ; ies? Ps 
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; rie: et ae , 
B16) * 1,(0?, 2°) — MEP [n,2(0, 2) — (0, 2) | 
tiber. Ferner ist 
: 1 A yee 
ee Pe ay 1) np, 8) 
x 


1 ; 
=a 7, (p% 1) 13 (P» aa)ns( D, 2) 2 


oder mit Hiilfe von 
[2233] = (2233) + (1100): 
: 3 (p?, 1 f 
(7) 03 (9, 2”) = we [ne (p, @) + 1,°(p, 2)|- 
2. Fiir ungerade n ist weiter, wenn jetzt wieder @ eine 
primitive n° Hinheitswurzel bedeutet, 
Mo(p”, 2”) = 4 (p", — a") 
—G = 9") G—*) 1 — 2) --: 
[@ — 2%) (1 — ph) (a — ’)-- |" 
-9(p, — 2°)q(p, — «*)n(p, — aa”) -- + 4(p, — a2") 
oder, da a = a*t!, o§ = a"! us. w. ist, 
(i —p") = p*)G—p™)--- 
[@ —2*) (4 — v4) —p')-- | 
-n(p, — 2°) n(p, — oa") n(p, — what) «++ (p, — aih*ar!) 
_ @—7") 0 — 0) (1 — ™) --- 
[@— 2°) —p) a —9')---f 
: No(P, x) (DP; 2) No(P, 0) +++ No(p, at x) 
aii Pp} — pe) — pi): 


~{a—2)G—p)0—9)---P 


; No(P, &)Ny(P, aa)no(v, = No (YP, wa)no(p, ,) ‘ 


| ree )ao(” =), 


. (3.) No(p", 2) = 


a 
oder nach Anwendung von 
[0000] = (0000) — (1111) 


- auf je zwei Factoren: 


— 


Od Ee, Ce i ne 
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(1— 2) — (Vp) 


[a—2)G—p)G—p)...f a 
- 1o(P, #) | mo?(p, #) no2(p, &) — n.2(p, #)n:2(p, «)| 
. [no (p, %) No" (p, @) — ni" (p, &)n,7(p, a) | 


(9.) No(p", a”) = 


n—1 n—1 
Be (p, x)? G ma) =n (p; ane p, ial 
Ohne Schwierigkeit erhilt man hieraus, wenn man x durch 4 
pia, ipta, iv ersetat, 
(10.) 1, (p", a) = (— 1) 2 (1 — p*)(1 — yp) (1 — p™) .. 
[a —p) (1 — 4) (a — p').. T 
- (Pp, &) ni (p, @ a), (p, oa) + - + m,(p, « tar) 


n—1 


_G-P) 090-9)... Cor 


(a ae p’) (2 p') Gis p®)-- .|* ner 
- 0, (p, @)| 2(p, ©) n*(p, @) — 19°(p, #),2(p, «)| 


- [n°(p, #)0°(p, @) — ne2(p, 2) n,2(p, «?)] 


ale (p, #) No” Gs a) — No'(p, &) n° és e7) |, 
(1 — p*) (1 — p) (1p) -- - 
1. 2(p", a") = 
ea [(a—r)G—r)G —p')...|" 
- No(P, #) My (p, wa) Ma (p, aa) +++ my(p, 01a) 
_ a=") (1 — p®) (spt) sa eite 
mire —p*)(1—p\Q — pf)... 1 
 1a(P, #)| n2*(p, #) 162 (p, &) — 5%(p, ©) m.2(p, @) | 
- [2° (p, @)no*(p, 0) — n5°(p, *)as' (Bs a) | 


esl? (p, #) Mo" aly = = 15°(D, @) m, ie “Ve 
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_G—»") Ga =p") —v™)-- + 7 
[G@ — 9) (@—p)G —p')-- atone 


-n3(P, «)| n52(p, «@) n0°(p, @) — n?(p, @) n:2(p, «) | 
- [ns?(p, 2) n2(p, @) — 12°(p, @) 02 (p, @) | 


n—1 n—1 
Weoes Ge d ) — mo"(p, %) m1" CE : JI. 


3. Hs ist weiter 
4 4 2 2 x? + 2 
No(P*, %) = n(p*, — a”) = 1?) nv. —P a") 
ba, n(p?, p) p? 
=m (? t) no(D, P'); 
4 ? ) 
p(p°, p*) pt 
oder mit Hiilfe von 
[0000] = (3333) — (2222) 


und unter Beriicksichtigung, dass 


(13.) na(p, pt) = ng(p, v') 
ist, 
fest + : 
nop, x) == Jae Tate, a) = na? (p, «) | 
: H\P ; No 

oder, da 

*(p pt) 
(14.) As NR Be 

uy (p3, p) 


| Tae [G +04) 44 2) 408). 
Gai —p)a—p)--- [a+ pa + p90 +7): >>]? 


_[a-2» (i—p*)(1—p*) - -f [G49 G+9)(0+42?)- uy (1—p)(1—p”)(1—p*)- 
— fa-—pa—pya—p)-- Pla+natroa+e)---} 


=(1—p)(1—p’*)(1 —p)-- (a+r) G+e')O fp) «| 
=n; (p?, 1) 


ist, 
: 1 
(15) ny(p" pe " ule, 2 [ns (p, ©) — 1:°(p, #)]; 
_ ferner ist (die een der Constanten bei (16.) und aD 


x ode ei! y =a pat oo 
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A, 


kann direct oder einfacher durch Hinsetzen von x —=1 in 
(17.) verificirt werden) 


(16.) ue (p3, x) Mi at iap* n (p}, — p'a*) 


SF sano Pie —P = ay n)ni(By@) 


(p 
— Dv, 2)m(p,2), 


1 1 2pea 
(17.) no(p*, 2) =p an (p's, pt x?) — re oh pe eRe) 


mle, ? 1) 


=F ee %)3(p, un) = na(p, 2)ns(D, 2); 


pnp 
aus (15.) folgt durch Einsetzen von iz an Stelle von x 


apes 1 + 
¢ (18.) ns(p', «) = ney) [10°(p, 2) — 12 (p,2)]- 
F 5 4, Fiir ungerade n ist 
cs 1 1 : 
eo. = (19.) na(p*, «) = n(p*, — a2) 


, ek Seed (; ao) ( Sa 5 & a 
mom Paya ene i wibcea hae 2) a : . 


x =) No(P; ©) No (v,p*2) m(v, p*2) «--np(p,p™ 2) e 
pn cane ' ‘ 


oder mit Hiilfe von 


[0000] — (0009) — (1111) 


(20) er Ue ae faeces a 


[G. —P)a— pa —p')---[ 
"oP, 2) Ln (v, 2) ne( P,p” bane ne (y, : il i 
: Ly es a No *(p, 3) oA ; *(p, 2) n8(p = fie ele 
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und hieraus ahnlich wie unter (2s) 


21) un (v*, ) _ ( a (: ats (, | es 


[@-)G =P) G29). T 


(Po) n (Poe Evie 5 payee 3 
tae p %m pr 


| : Ny (», ciel Ny es eral ery te p™ 2) 


> teas ae ee E 


BCG 9020) of 


n—l1 


: ; i r : 
pet (0,2) ode 2)n2(p, p*) Sek; )n(p, >) 
| a ; 2 
q Pate. L) Ny” (», ro) — 19° (P, )n2(p, »)| 
‘ fA nt 
Mae ac, 2)na?(p, ore ) — No (P, x)n,2(p, pe )| ’ 


ae G4, 
oe” bs i Carano) 


“28 ee Ne | Pa may eo pit es pe 2(p, #) 
} siete ~ “ \ p2n | > pin . : pn “ 


n—1 


} ‘i a owloats Ne boat) AO si x) 


—. alte — p*) G —p')Q—p oye oF 


ae (Hr hod We ri 13 ‘@, 2 wie am | 
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ae roi teer bbs 


(1 — p®)(a — p') (1 — p®).--f 


a =)" P, =o (Be rar 
p 2 pr 


on (aps De Grn mn) “Ng (p,p® 2) 


BAe) es iseoh. : a! 


Kc —#)— 9 )4 8s | ie 


(23.) ieee a 


1 1 
“N3(p; @) Ege. #) No" (p, »*) — 3"(P; z)nt(p, r)| 


Es = 
: Bees x) np, p*) — 13"(p, x) nlp, »*)| 
n—1 n—1 
; eee L) No" (», poe ) — n3"(p, x)n2(p, pat )| 
Man bemerkt die grésste Ahnlichkeit zwischen den Formeln 


L 
fiir y,(p", “”) und (p>, z) 


§ 56. 

Die multiplicatorisch periodischen Functionen. 

1. Nachdem wir die vorbereitenden Untersuchungen iiber 
die y-Functionen beendet haben, kehren wir zu den multi- 
plicatorisch periodischen Functionen (mit zwei wesentlichen 
Discontinuititspunkten) selbst zuriick. Wir sahen bereits in 
§ 49, dass es deren keine giebt, die fiir kee nicht aquiva- 
lente Werthe denselben Werth annehmen; es ist daher das 
Niichstliegende, dass wir uns zu den multiplicatorisch perio- 
dischen Functionen zweiter Ordnung, die in jedem Periodicitits- 
kreisring jeden Werth zweimal annehmen, wenden. Wir 
wissen aus § 49, dass dieselben die Form 


. (p}, ax) n (pt, ba) 
(1) fa) = 022 
(ps, cx) 7 (p3, da) 
haben miissen, wobei 
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(2.) ab =cd 
ist. Es ist nun nicht allein 


(px) = f(a), 


sondern auch 


n(p}, be) 1 


Ca 
Cran 


_ oder mit Hiilfe von (2.) 
(3. f(t.) =r), 


sodass f(x) noch eine zweite lineare Periode 


(4.) y =—— 


abs 


besitzt. Um nun eine Art Normalform fiir f(x) aufzustellen, 
kénnen wir diese zweite Periode méglichst einfach nehmen, 
wobei freilich immer noch der Willkiirlichkeit ein ziemlicher 
Spielraum gelassen ist. Wir wihlen fiir (4.) 


(5.) =-— = 


a“ ? 
1 1 : 
dh. a = — 5, also d= — —, und weiter 
c 


$ 


a= — 1, ¢=—= —p'. 
So gelangen wir zu 
f(a) eT 4 n(p? ais a) (p%, 7) 


_ (pt, — pia) n(P ) 


oder, wie leicht zu sehen, zu 


. M1 (p, x) 
| fle) = 0, 8). 
Uber die noch willkiirliche Constante C, wollen wir so 


verfiigen, dass /(i) = 1 wird*), d. h. wir nehmen C, = “8 = ae 


No % 


*) Ein tiefer liegender Grund fiir diese Constantenbestimmung wird 
~ sich erst spiter (§ 81) ergeben. 


Li 


oS, See le el ane) aes 
v7.4 oo, i ee oe 
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a das Vorzeichen von Vx durch diese Gleichong ae 
bestimmt ist) und schreiben 


lg n, (p, #) oe 1 7, (Pp, a) 
(6) Sp, #) Ns No (Ps 2) Ve No (PD, £) 
2. Die gefundene Transcendente geniigt, wie aus den 
Formeln fiir die y.(p,#) hervorgeht, den Gleichungen 


(a) S(p, px) = S(p, 2), 

(8.) S(p, — 4) = — S(p,2), . 
(9.) S(», 5) = — S(p, 2), 
ao) —- S(p, -+) = 8,2); 
ferner ist 


‘ | S(p,+1)=0, S(p, +2") erst 


4 (11,) S(p,) =1, S(p, —t) = —1, q 
Be aa ; 1) 
oa 8 (p, ip’) = ni rere S(p, a ip’) ame Phe e J 
: 3. Mit der Function stp, x) stehen zwei andere Tran- 
scendenten in engem Zusammenhange, die allerdings nicht 


die Periode y= px, sondern nur y = p’x besitzen: 


| No Na (Pp, #) x) my No (Py #) 

(12.) Cp, a) = Nez No No (DP, 2) x) == No(P» X) 
und 

: ‘ No Ng\P > ©) (p, %) - 7 Us\P> ) (Pp; x) 
(13.) Dp, Ds Ne No(P, No(P, ) = 4. No Ty (Ps ©) 2) 
Aus § 54, (8.) und (9.) wird nimlich 
(14.) S*(p,x) + C?(p,4)=1 
und | eu : 
(15) (0,2) +2) = 1, 
woraus weiter 
(16.) D*(p, %) — 20%(p, %) = 1, 


folgt. a , 2 Bene au S (P, et in einem pat eta Verh 


Ass: 


a 
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und ~ 


D(p, %) = V1 — x?S?(yp, x) 
sind nattirlich C(p,«) und D(p, 2) eindeutige Functionen 
von # Weiter bemerkt man, dass die eingeftihrten drei 
Transcendenten auch in Bezug auf p eindeutig sind, weil 


sich der in y,(p,#) und »,(p,«) enthaltene Factor p 


- heraushebt. 
4. C(p, xz) und D(p, x) geniigen den Gleichungen: 


C(p, aes x) ee C(p, x), 
it 
(17.) C(p, =} = C(p, 2), 
C(p, px) ay tee C(p, 2) , 
C(p, — px) = C(p, 2); 
C(p, 1)=1, C(p, —-1) =— 1, Ci, +1) =0, 
(18.) ; + it aT aot hy 
Clp, tp ) = 100), O(p, + ip ) ae ra ee + @ vas 


D(p, — &) = D(p, a), 


(19.) D(»,+ == Dip, 2), 
D(p, pu) = — D(p, 2); 
Dp, +1) = 1, Dp, +1) =%, } 
20.) 7 | aa : ( ie ‘ 
D(p, +p*) =00, D(p, + ip’) =0. 


C(p,) und D(p, x) sind multiplicatorisch periodische Func- 
tionen werter Ordnung mit der Periode y= px, die fiir 
folgende nicht iquivalente Werthe des Arguments den gleichen 
Werth annehmen: 


it 


. —O(p, #) fiir w, — me ee spice) 
= 1 1 
D(p, x) fiir wv, — aX, ae 
§ 57. 


Die Multiplicationstheoreme. 


a 1. Die Multiplicationstheoreme fiir S(p,x), C(p, 2), 
Z D(p, #) ergeben sich aus den ftir die »-Functionen herge- 
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leiteten. Dividirt man die Gleichung 


[2310] = (1023) + (2310) 
durch 
[0000] = (0000) — (1111), 


so erhalt man 


__ S(p, «)C(p, oe y) + S(p, y)C(p, x) D(p, 2) 
(1.) S(p, LY) mr x? S2(p, 2) S3(p, y) < 


Ebenso HHS man durch ae von 


[0220] — (0202) — (1313) 


durch 
[0000] = (0000) — (1111), 
resp. von 
[0330] = (0303) — (2121) 
durch 


[0000] = (0000) — (1111): 


C( , £) C(p, ) — S(p, x) D( 7 &) S( ? D 5) 
2) O(p, wy) = 22-2 Oe. 9 —E- 2 Be 5) D9 


und 
D(p, x) D —x*S(p, x) C(p, 2)8 C(p, 
(3.) D(p, ay) = (p, #) oes ees a ee »Y)C(P,¥) | 
Es ist natiirlich moéglich, die rechten Seiten dieser Glei- 
chungen durch eine einzige der drei Transcendenten auszu- 
driicken, und zwar ohne andere Irrationalitiiten wie Quadrat- 
wurzeln einzufiihren, die als Radicanden einen Ausdruck 
vierten Grades besitzen; die gewiahlte Form hat indessen den 
Vorzug vollstiindig eindeutig zu sein. : 
2. Aus den Formeln (1.), (2.), (8.) lisst sich durch 
Specialisirung und Umformung eine grosse Anzahl anderer 
herleiten, von denen wir einige der wichtigsten hier zusammen- 
stellen. Hs ist 
; S(p, x) C(p, 1) D(p, t) + S(p, i) O(p, x) D(p, « 
S(y, iz) = (p, x) C(p ee ey ee i x) D(p, #) 
_ Cl, #) D(p, #) 
1 — x? S?(p, x) 


oder 


Sy, 2) == Nene 2 Ee, und ebenso 


S(p, 
(4.) C(p, 12) SSees eh a ? 


D(p, ix) = \ pas a)? 
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S(p, pie) = eG 
(6.) O(p, pia) = — 1-2 
D(p, pz) =i 9, 
8(p,ip*a) = ot 
(6) O(p,ip'a) —— i, 
Dip,i92) = See 


3. Weitere Formeln sind: 


S(p =) — S(», 2) C(p, y)D(p, y) — S(p, y) O(n, #) D(p, x) 
> y 1 — x? S?(p, x) S?(p, y) 4 
x O(p, x) C(p, y) + S(p, x) D(p, x) S(p, y)D(p, y) y 

(7) 1 O(p, ahs 1 — x? S2(p, 2) S2(p, y) 
@\ _ D(p,x)D(p,y)+%?S (p,x) C(p,x)S(p, cd 
D(p, 5) i — ¥F5%(p, 2) 5%(p, 9) 


2S(p, x) C(p;, y) D(p, y) 
P= 27S" (p, 2) S?(p, y) ” 
2C(p, x) C(p, y) 
these 2? S?(‘p, x) S?(p, Y) g 
bs 2D(p, x) D(p, y) F 
) 1 — x? 8?(p, 2) S?(p, y) ? 


S(p, #4) + S(v, 7) 
C(p, 29) + O(p, 7) 


yi 
D(p, xy) + D(p, 


~| S(p, 29) — S(p, 


(8.) 


x 
y 
) Ls 2C(p, «) D(p, x) S(p, y) 

1 — 2° S?(p, x) S?(p, y) ’” 
) _ __ 28(p, 2) D(p,x) S(p,y) D(p,y) 


C(p, xy) — C(p, 


D(p, xy) — D(p, 


1 — «*S?(p, x) S*(p, y)  ? 
__ 2%*S(p, x) C(p, x) S(p,y) C(p,y) . 
1 — 0? S*(p, x) S?(p,y)  ? 


S?(p, 2) — S*(p, y) 
1 — x? S?(p, x) S?(p, y) ’ 
Ba x) + C?(p, y) = 
2” S?(p, x) S?(p, y) ‘4 
Do, x) + D?(p, y) 


— «7 S7(p, x) S*(p, y) 


: 


S(p, 29) 8(p, *) 
C(p, wy) C(p, 77) 
be 


(Dp, 9) D(y, © 


(10.) 


- (2) Y, PY, PY, PY <> = 
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§ 58. 
Die Umkehrung von S(p, @). 
Bezeichnen wir mit arg S(p, &) (spr.: Argument S(p,2)) 


die Umkehrung von S(p, 2), so dass also 


(1.) S(p, argS(p, x)) = 2 

ist, und entsprechend die Umkehrungen der beiden andern 
Transcendenten, so sind arg S(p,«) u.s. w. unendlich viel- 
deutige, tibrigens, einzelne Punkte (vgl. § 60) ausgenommen, 
analytische Functionen. Ist ins Besondere y ein Werth 
von argS(p,), so stellen sich sdémmtliche Werthe dieser 
Function durch 


<< 


dar; denn es ist S(p, p*y) = S(p,y) und s(p,—+) = S(p,y), 
wihrend fiir kein von den Gréssen (2.) verschiedenes y, 
S(p,y,) = S(p, y) sein kann, da S(p, y) eine multiplicato- 
risch periodische Function gweter Ordnung ist. 

Ahnliches gilt fiir arg C(p, x) und arg D(p, 2). 

Die Riemann’sche Fliche fiir y = arg S(p, x) stellen wir | 
weiter unten her. . 


§ 59. 
Darstellung der eindeutigen multiplicatorisch periodischen 
Functionen durch S(p, @). 

‘1. Durch die Untersuchungen der vorhergehenden Para- 
graphen sind wir in den Stand gesetzt, simmtliche eindeutige 
multiplicatorisch periodische Functionen F(x) durch eine der- 
selben, z. B. S(p, #) auszudriicken; nur den letzteren Special- 
fall wollen wir in der Folge ins Auge fassen. Ist 

F(p2) = F(a), 
so ist f(x) = F(y) = F [arg S(p,~)] eine zweideutige (im 
speciellen Falle auch eindeutige) Function von #; denn die 


’ Werthe von y= argS(p,), die nur um einen Factor p* 


verschieden sind, liefern in F'(y) eingesetzt den gleicher 
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Werth, wihrend r(— oy im Allgemeinen von J'(y) ver- 


schieden ist. E’(y) + F(— =) und f(y) r(— +) sind daher 


eindeutige Functionen von x, und F(a”) = /[(S(p, «)] ldsst 
sich demnach als Wurzel einer quadratischen Gleichung dar- 
stellen, deren Coefficienten ganze Functionen von S(p, x) sind. 


2. Nachdem wir so die Méglichkeit erkannt haben, jede 
eindeutige, multiplicatorisch periodische Function F(a) ewei- 
deutig durch S(p,x) auszudriicken, wollen wir diese Dar- 
stellung fiir den Fall, dass F'(#) nur zwei wesentliche Un- 
stetigkeitspunkte besitzt, also auch nur in einer endlichen 
Zahl yon nicht fquivalenten Punkten Null und unendlich 
wird, etwas weiter ausfiihren*); wir werden sehen, dass sich 
in diesem Falle die Darstellung immer auf algebraischem Wege 
bewerkstelligen lisst. 


Zunichst ist es leicht, jede cindeutige multiplicatorisch 
periodische Transcendente zweiter Ordnung durch S(p, x) 
auszudriicken. Wird niimlich 2’(@) in den Punkten a und 0 


Null, in ¢ und d= Ms unendlich, so wollen wir a, B, y, 0 


so bestimmen, dass das Gleiche mit 


S(p, oi) o S(p, 6) 
LO)? Bip, gah eB 8) 


der Fall ist. Zu diesem Zwecke muss 


aa = 6 und ab=—<, 

also ; 
1 a 
am V— 518 V—$ 

gemacht werden. Ferner nehmen wir y =a, damit /(x) 


nicht unendlich oder Null wird, wenn S(p, ax) oder S(p, yx) 
unendlich wird, und haben dann noch yc =ac= 0, also 


2 Vass: ‘ 
xekg ab ‘ 


zu setzen; der andere Unendlichkeitspunkt ergiebt sich von 


*) Wir folgen hierbei im Wesentlichen der Darstellung in dem 
Kénigsberger’schen Lehrbuche, pag. 350 ff. 
; Rausenberger, periodische Munetionen, 17 
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selbst als tibereinstimmend. Da nun f(#) mit F(@) die 
Periode y= pa, sowie die Null- und Unendlichkeitspunkte 
gemeinsam hat, so wird es mit ihm bis auf einen constanten 
Factor tibereinstimmen, der sich leicht durch Einsetzung 
eines constanten Werthes fiir x bestimmt. Mittelst des Mul- 
tiplicationstheorems fiir S(p,) lisst sich dann f(x) weiter 
so umwandeln, dass es eine rationale Function von S(p, x) 
und O(p, «) D(p, «) = V(1 — 8*(, 2) (1 — #7 S8?(p, x)) wird. 
3. Wir wollen nun weiter zeigen, dass sich ein F(z) 
von der n*" Ordnung als ein Product von » — 1 eindeutigen 
multiplicatorisch periodischen Functionen zweiter Ordnung 
darstellen lisst, so dass die gesammte Umformung auf den — 
vorigen Fall zuriickgefiihrt wird. Seien nimlich @,, dy, ..., Gn 

die Nullpunkte, 6,,0,,...,6, die Unendlichkeitspunkte von 
F(a), sodass @,da,...@, =06,6,...b, ist, so bilden wir : 
nach der vorigen Nummer die (7 — 1) eindeutigen Functionen : 
, 


ee ee 


S,(x), Sy(x)...S,1(x), welche die gleiche Periode wie F(z) 
besitzen und resp. in den Punkten 


n—1 


J 
a, As Ay Ag Ag fe ; Ay Ag+ ++ 
ee BORER Ys aie, aces 
by bs by bg +++ by» 


1 
O17 Fa » U3; » On 
verschwinden und in 


My Oy +++ @, 


1 st eat al ty 4 Os Fat n b 
m—1) == Ce 
b, by: +0 


b,, meee bby 3882 bbe bs rye =, 
unendlich werden. Das Product S,(#) S,(”)...S,1(#) wird 
dann in denselben Punkten Null und unendlich wie F(a), — 
da sich alle iibrigen Null- und Unendlichkeitsstellen heraus- 
heben. Ks folgt also: 

Jede eindeutige Function n* Ordnung mit der multiplica- 
torischen Periode p lisst sich als rationale Function von S(p, 2) 
und C(p, x) D(p, z) = V1 — S*(p, x) (1 — #7 Sip, 2)) dar- 
stellen. . 

4. Da sich simmtliche geraden Potenzen von 
C(p, «)D(p, x) rational durch S(p, x) ausdriicken, kann man 
diese Darstellung fiir F(a) in die Form 

F(x) = f,(S(p, 2) + fs (Sp, #)) C(p, #) D@, «) 
fs(S(p, @)) + f,(S(p, &) C(p, %) D(p, x) 
_ bringen, worin die f, ganze Functionen sind, oder weiter 
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dureh Multiplication von Zihler und Nenner mit 
fs(S(p, «) — f,(S(p, ®)) C(p, x) D(p, «) 
in die Form 
E(x) = F,(S(p, @) + F,(S(p, 2) C(p, #) D(p, 2), 


worm f’, und F, rationale Functionen bezeichnen. 


§ 60. 
Partialbruchreihen und Potenzreihen; Discussion der 
multiplicatorisch periodischen Functionen. 


1. Um fiir S(p, x) eine Entwicklung nach Partialbriichen 
herzustellen, setzen wir den Unendlichkeitswerthen von S(p, x) 
entsprechend 


Coke 3} 
1: — (2n-++1) 
S(p, «) = Sie I a ee SEE 


x pa. le 
x 
le) 
Ke ees Cutt ye > C_ (ons) 
2n-+-1 2n--1 
ecto Ry 8 Be hinged) gor PP 
; x 


und versuchen es, ob sich die A, B und C derart wahlen 
- lassen, dass die Reihe convergirt und zugleich den Relationen 
_ geniigt, die S(p,) bestimmen; gelingt dies — was freilich 
nicht a priori sicher ist —, so haben wir eine Partialbruch- 
_ reihe fiir S(p, x) gefunden. 

; Beachten wir die Gleichungen 

; S(p, — 2) = — S(p, 2) 

, 

\ 


und 


s( »+) =— s(n, 2), 


so erkennen wir, dass 


Aon —— 0, A _(2n+1) Tee Asn4t, 
Contt ae Bont, C_ en) ery B_ en+1), 
B_ (antsy = — Banti, Cent = — Conti 


sein muss, dass also die supponirte Reihe unter Zusammen- 
fassung je zweier Glieder, da 
Wh 
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- 


2n-+-1 
1 1 eS 2 ee 
anf eas hit oe pints 7? Bis ee 


1—p 2 «& 1+ p ee: 
ist, die Gestalt annimmt: 


Heme Sa (ot — 2.) 


ie.) 
+ y qq? 
0 


2n--1 
2 
Wegen S(p, px) = S(p,x) muss diese Reihe mit der fol- 


genden tibereinstimmen: 


2 1 
S(p, pu) res > Aont4 eR gent — eH wa) 
0 


ay 
x aL 
p 2n--1 ae p 


+a, ( 


ze > al 
Te eee Qon+1 | —__-ont 8.08 = ee 
1 neta — px? ae) ae nm W2n-- rien an a 7 yp” 1 


Die Coefficientenvergleichung liefert 
Agn+44 — O und 2,1 Pp = Aent+1, 
somit, wenn wir a, —c setzen, 


Arnti == Cp”, 
und die Reihe lautet: 


(1.) S(p,2) = Sir Topi 7 pe 
m2 


1 
x 


q 


und conyergirt nach dem Cauchy’schen Kriterium fiir be- 
liebige endliche x, die von Null und "+1 verschieden sind. 

Die Constante ¢ bestimmen wir am bequemsten dadurch, 
dass wir beide Seiten von (1.) mit 1 — px? multipliciren’ 


und dann «=p? setzen; wir erhalten 
i _ 1 ts ee 
Be: pt fix LA oe 8 dae) (1 a cel tai 


Nun ist aber nach § 54, (1.) ; 
ty My = 2p" [ (1 — p*) (1 — p*) (1 — p) ---] 
[GQ +n)0 +20 + 2%)--] 


é 
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oder mit Hiilfe yon § 50, (11.) 


Gees te Pega) ae Ps: : | 
"a Ms = 2p ee | 


und somit 
- ie Qi pe 
12” - 
Wir haben also 
1 
(2.) S(p, 7) = a 
, P; ante fet; 2 per 
= 2 
2S oe x - 
ae 2 
7 n, 2 np 1 prt Rae 
2 
2n-+-1 


oder nach Zusammenziehung je zweier Glieder 


-. et 2i © oe 14 pe 
@) S(p,a)=—~5 st (oe — = ae eee (2 x ne 


Wenn wir die einzelnen Glieder von (2.) nach Potenzen von 
xz entwickeln, so erhalten wir 


ot pa + pd + pial +... 
+ pa + pia? + p's? Rtas 
+ pa + pla + p®ad + px ur 


a ve E ight Dery ais 
im helo. ce. 2 

p f Dl Tall tine Uae 
x a“ a at a 


oder durch Summirung der Verticalreihen 


| (4) S(p, 2) = — pal ae o—4)4 52, (2 a) 
ri 
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a6 
Br | eee (« gentl ests 1 ) 
m 2 : Pak “eet gent 
eA cae 
Bee. Qt te 1 
a ~ ep, ae = (S ie a) 
ee 

27 ae: ate gent 

— 8 Pare pet? 


‘pt lelal<ip~4] 
2. In ganz analoger Weise entwickeln wir O(p, 2), 
indem wir die Relationen 


O(p, Se 2) Taos be C(p, a), 
1 
o(p, “ = C(p, au), : 
C(p, px) =—C(p, ) 
benutzen, und erhalten 
1 
6) O(p,2) =e (tye | 2. + — 
’ = 1— ptt 22 ey pe 
2 
4 Xx 


oder 


(6) O(p, a) =e(w+ 4) > eH ota 


Setzen wir in (6.) «= 1, so wird 


Cy Vi 1 — 2g, SI 


p 
0 
wihrend aus (4.) durch freee e von ¢ fiir x folgt 


(7) ie eS eS ee 


wir erhalten demnach 


also 


4 ie.) 
2p* 2 (se NM pyr = 
(8.) C(p, x) = Ny? as | 1) p 1— pH 2 oi ; pat 
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1 
2 < 2n-+1 eg xo 
——— eos Ny 2 
Me? aren 9 1— pet 2 + ; prt 


: aio ee eee i ee 
Coa peg 
oder : 
art no) 
9%.) ¢ BS pL cl a ee 
®) (P, 2 ere oh ) SS Paul? hy hen 


"Die Entwicklung nach Potenzen von # lautet: 
ee 


et = . 1 
_ (10.) ; C(p, a Dare ee (os +- i) 


aay 


= 

) 2 3 Whee ad ee acs = 
. = Ny? - (Cae ee 1 fs pot ? 

Se... t#lclel<le3 | ‘ 

3. Wegen der Gleichungen | pal 


D(p, — 2) = D(p, a) 


7 POT ar 1 . 2 2 Fe , 
Bins mrs 1 D( z) = D(p, «) é ai 
- setzen wir sogleich . pa 

t , a) 
sf lei: 4S Dp, x)= “2 Asy ( a2” + *) : aS 


a > AO Te al hes 
ve 


Be Se 


a! 


. 
+ 
i 


f =. 
eee 
= 


a 
Sa 
£ 


ce & ne 
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: zusammenstellen. Es folgt 
— 24,=24,+4,, also 4, = —%— — 4, 4, 0) 


dan+1 = (— 1)"¢, so dass die Entwicklung lauten miisste 


D(p,a) =e} 5+ SH(— (are t yee) | 
0 1 ——— a 


oe 
Dies ist jedoch eine divergente Reihe und ein erstes Beispiel — 
dafiir, dass nicht jeder Quotient zweier durchaus convergenten 
Producte in eine Partialbruchreihe der gewohnlichen Form — 
verwandelt werden kann. Dagegen diirfen wir setzen: 


(11) Diva) =a-+e S (— 1p | (—are-ies) 


1 1 
=f (a Pe art 
ve 
=a-+ cf(a); | ; 
denn es ist leicht einzusehen, dass diese Reihe unbedingt 
convergirt und dass sie die Unendlichkeitspunkte mit D(p, 2) 
gemeinsam hat, und man iiberzeugt sich ohne Schwierigkeit, 
dass sie bei geeigneter Wahl yon a und ¢ den Functional-_ 
gleichungen geniigt, welche D(p, #) bis auf eine multipli- 
catorische Constante bestimmen. Zur Berechnung der Con- 
stanten setzen wir iibrigens in (11.) =1 und erhalten | 
= 1; ferner setzen wir «=i und finden 
a Ome Sate 1 (—1)" pint 
ia : . D(p, 7) Sige nde Rh ae 
| oder nach (7.) 


-aeve » aie “59 = 


A a ACI 1) 
Ng? om a0) ? ? = 


also 


; 3 
C= tes hat mo (Ms + M0) (Ms — No) 
3? M3” (p*, 1) : 3° 1a” (p* i) 
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_ (1.) folgt*). Wir haben also endlich 
an os . i 1 
-*) D(p,2)=1+ mo oy) ( — pert 2 | eh) 


*. ~ * 1 it 
‘ | : ( Spt pen )| = 
a + 


oe oder 
. a 2n-+-1 
a ae go (-1)rpe ile vi 


ts = 2 1X {— pe 
Bee (ea) 2 eae Dae 
Die eo oehing von (12.) nach Potenzen von x ay — 


2 = n 1 ae Sa 
: 10 ) i a 1 + p*" a2 }E9" pe | a 
aa - »? ry [os ; '% a. 
> = 2 tye : 2n rh 4 ( 
o me! 4, > aarp ain oe 
x Umformung des fiir ¢ gefundenen Ausdrucks benutzen L 
die aus § 57, (6.) folgende Relation . 
ON iv) C(p, %) = D(p, x) ie 


~ fea} . . 
4p? (=1)"p"" 1 oa 
ee ee i Semprace a pe (ot 4 a) pen =) had 
; 2 pn 
« , ae ew. Se 2n+1 {Le 
7 : Dh ime tse be (2 ag ah Saar ) 


eS oo 
a ee p” ; =): 
 c€ = fe Oy Pall a 
to a te 


wir die Multiplication aus, soweit dies nothig ist, 


ii feritig nes 
uc ae 


it 2 
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ae a Bea von (7.) 


oe ite) APS ea 
P aR Na” 3" 4p? a 
also unter der cole: Convergenzbedingung wie bei (10.): 


(4) Dee) — ii +2 


4. Leicht sind auch die folgenden Reihen zu erhalten: 


foe wc 
S(p, £) 11g” me! Leaps 
nh 
+2 f oo Las 
Sens n Pree n a 
Ns 2 1 9?%2" 7 cuales 
oid 
+a 
. n 
aepae De 
Ns sol 


--25+6-DS _ ste") 


1—p "(28 + ay yeh eit 
und fiir |p| <|a| <1: 


ee ( eaiNe seta 
1 20 x n-+1 
Ge S| ahi > i! iF 


Ms | 4 1 — prrtl 


5. An die Reihenentwicklungen fiir die Functionen 
S(p, 2), C(p,x) und D(p, x) wollen wir eine kurze Discus- 
sion des Verlaufs dieser Transcendenten anschliessen, uns 
jedoch hierbei auf reelle p beschrinken, da im Allgemeinen 
die Sache zu complicirt wird. Setzen wir 2 =r(cosg + ising), 
so lassen sich nach § 57, (1.), (2.) und (8.) S(p, x), C(p, x) 
und D(p, x) durch S(p,r), C(p,r), D(p,r) und S(p, cosp 
+ ising), C(p, cosp + ising), D(p, cosp + ising) aus- 
driicken, so dass es geniigt, die drei Functionen fir reelle 
positive und fiir solche Argumente zu untersuchen, deren 
absoluter Betrag die Hinheit ist. 

Fiir reelle x ist S(p, x) rein imaginir, wiihrend C(p, 2) 
und D(p,) alsdann reell sind, wie aus den verschiedenen 
Entwicklungen unmittelbar ersichtlich ist. Fir «= 1 wird 
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S(p,x) gleich Null; nimmt # von z= 1 ausgehend ab, so 
folgt aus (4.), dass = ie ins Positive wichst, um schliess- 


lich fiir « =p? unendlich zu werden. Dass bei diesem Ver- 
lauf ein bestiindiges Wachsthum stattfindet, geht daraus her- 
vor, dass hierbei keine zwei «-Werthe auftreten, die durch 


eine der Gleichungen 


x =px oder f= — 
pie 
verbunden sind und somit gleiche Werthe von S(p, x) liefern. 


Lassen wir x iiber 1 hinaus wachsen, so wird ENG negativ, 


um fiir «=p? durch das Unendliche ins Positive tiber- 
zugehen. Die weitere Fortsetzung dieses Verlaufs ist durch 
die Periodicitét bestimmt; aus dem Positiven gelangen wir 
durch die Null wieder ins Negative, aus diesem durch das 
Unendliche ins Positive u. s. w., wihrend bei abnehmendem 
a der Verlauf der entgegengesetzte ist; die Nullpunkte sind 
“%—=p*, die Unendlichkeitspunkte 2 = p't+?, O(p, a) und 
D(p,”) werden fiir «1 beide der Hinheit gleich und 
nehmen beide fiir zunehmende wie abnehmende « zu, bis sie 
fir 7 = pt und # =p? den Werth unendlich erreichen, um 
dann wieder im Positiven bis zur Hinheit zu sinken u. s. w. 

Nach (4.) ist 
4 + 


S(p, cos p + isin g) = = 


aI . p ° 
eS S10 @ a 1— p? sin dQ 
tia 
+ Sa sin dg +--], 
woraus hervorgeht, dass dieser Ausdruck fiir solche g, welche 
von Null aus ins Positive wachsen, ebenfalls von der Null 


ausgehend ins Positive wichst. Fir o = =, also 


cos m + isin mp —72, 


S(p, cos p + isin gy) = 1, 
und man tiberzeugt sich leicht, dass das Zunehmen bis zu 
diesem Punkte ein fortwiihrendes ist, wiihrend von demselben 


ab bis zu =a ein Abnehmen bis zur Null stattfindet, 
derart dass 


wird — 
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S(p, cos (x — g) + isin (a — 9) = S(p, cos pm + isin g) 


ist; wir haben namlich 


cos («7 — pm) + isin (a — ») = — cosp + ising 
1 
cos pm + isin p 
Fiir negative g bis zu m = — x ist der Verlauf der gleiche und 


nur das Zeichen das umgekehrte u.s.w. C(p, cosy + 7sin 9) 
und D(p, cos g + isin pm) sind, wie aus (10.) und (14.) her- 


vorgeht, durchaus reell. Bewegt sich g von Null bis —, so 


2? 
nimmt C(p, cos g + ¢sin g) von 1 bis zu O ab, um dann ins 
Negative iiberzutreten, fiir g 2 den Werth —1 zu er- 


reichen, fiir g = > wieder 0 zu werden und nun wieder bis 
zu 1 zu wachsen. D(p, cos p + 7sin m) dagegen nimmt von 


: ae . ee 4 . oe 
1 bis zur Grésse x, ab, die es fiir gp = > erreicht, wichst 


dann wieder bis zu 1 (fiir gm =) und wiederholt im wei- 
teren Verlaufe dieselbe Werthereihe. Es mége noch hierbei 
bemerkt werden, dass ftir reelle p die Gréssen x und x, reell, 
positiv und, wenn nicht » = O wird, kleiner als 1 sind. Aus 
der Gleichung 


Se Bere en i =p) a =p) A — p') Sih 

ae CSF Pi AB rg 

geht dies fiir x, und aus der Gleichung (das Vorzeichen er- 
giebt sich aus der directen Entwicklung, wenn spiiteren Fest- 
setzungen entsprechend p? fiir reelle p positiv genommen wird) 
= 1 — x? 


auch ftir x hervor. 


Bei S(p,) wollen wir die Untersuchung noch etwas ~ 


weiter verfolgen; es ist 


S(p, ) aa S(p,7 (cos gy + 7sin $)) 


— S(p, cosy Pisin p) O(p, 1) D(p,r) + C(p, cos p +2sin y) D(p, cos p +-isin p) S(p, 


1 — x7S?(p, cos m +7 sin p)S?(p, 7) 
In diesem Ausdrucke ist der Nenner durchaus reell, wihrend 
das erste Glied des Zihlers reell, das zweite rein imaginir 
ist. Reell wird der Gesammtausdruck nur dann, wenn S(p, 17) 


. 
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verschwindet, d. h. r = p* ist, oder wenn S(p, 7) nebst C(p,r) 
und D(p,7) unendlich, d.h. r= p!** wird, oder endlich, wenn 
C(p, cos » + isin g) 

verschwindet, d. h. 
Qg=o = », ©=+ri 
ist. Im letzten Falle ist 


; Clper 
S(p, 2) = Sv, bin) = + pes 


fir + —=1 wird dieser Ausdruck zu + 1 und wichst beim 


Abnehmen oder Zunehmen des Argumentes zu + = p?, resp. 


r=p * bis um + = u.s.w. Ist r= ptt* so wird 
1 
S(p, Abe xS(p, cos m + ésin g)’ 


ein Ausdruck, der fiir » = 0 unendlich wird, fiir wachsende 
positive g abnimmt, um fiir g = = der Grdsse =. gleich 


zu werden, dann wieder zu wachsen und bei gy == durchs 

_ Unendliche ins Negative tiberzugehen u. s. w. — Rein 
imaginére Werthe fiir S(p,a) finden wir ausser -den 
schon besprochnen keine mehr. Das Hauptresultat lautet 
fiir reelle p: 

S(p, x) wird rein imaginir fiir alle auf der Abscissenaxe 
gelegenen x; es wird reell fiir diejenigen x, welche auf der Or- 
dimatenaxe oder auf einem der mit den Radien r = | p*\ oder 
r= | prt | um den Nullpunkt beschriebenen Kreise liegen; im 
Ubrigen ist S(p, ) complex. 

6. Um auch zur Construction der Riemann’schen Fiche 
fiir y = arg S(p,~) zu gelangen, verfahren wir wie bei 
arcsin x Hine geeignete Parcellirung der y-Ebene fiir 
«= S(p,y) erhalten wir dadurch, dass wir um den Null- 


_ punkt Kreise mit den Radien | p® | beschreiben, worin m 
alle positiven und negativen ganzzahligen Werthe annimmt. 
(Vg. Fig. 20.) Nummerirt man die Kreisringe in der Weise, 
wie dies in der fiir reelle, positive p construirten Figur ge- 

schehen ist, so wird ein im 0* Ringe gelegenes y durch 


Radien p* als eine Gerade ab, welche die Punkte pes é 


reell. nll bewegt sich zwischen den Grenzen —1 und a 1. 


nach links und rechts ay der Abscissenaxe ins Unendhi c e 
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2=p*y in einen dem (2k)*", darch = oe, dagegen in | 


einen dem ersten Ringe angehérigen Punkt transformirt u. s, w. 


y-Ebene 


4 a 
io) E=1 0 1 RAATION LF: 00) 
x-Fliche 
Fig. 20. 


Die Function « = S(p, y) bildet, wenn wir p der Binfach-_ 
heit halber zunichst als reell anasiiien, die Kreise mit den 


und ~=+1 verbindet; he nach dem Vorkensehing teu ist 
S(v, p* (cos » + isin g)) = S(p, cos p + isin g) 


Die Kreise mit den Radien oat dagegen werden a awe v 


Gerade abgebildet, welche yon L£= — =, und 7 = =+- S— 


eae denn es ‘ist ee a 
Gi tet ied) “ii met ts 


Wore 


 p, py, py, % 
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S(p, p* +4(cos gm + 7sin )) = S(p, p?(cos g + 7sin 2) 
1 


~~ #8(p, cosg F ésing) © 


Die erhaltenen Geraden in der x-Ebene sind die ein- 
zigen Verzweigungsschnitte der Riemann’schen Fiche fiir 
y= arg S(p,x). Da in der y-Ebene immer nur je zwei 
Parcellen in einem Punkte aneinander grenzen, so werden 
auch in der z-Fliche immer nur je zwei Blatter an jedem 
Verzweigungsschnitte paarweise zusammenzuheften sein. Be- 
zeichnen wir diese Blatter den zugehdrigen Parcellen der 
y-Ebene entsprechend, so werden wir auf der von x = — 1 
bis = + 1 fiihrenden Geraden das 2k und das (2k + 1)® 


Blatt, auf der von « = — < nach 7 = -—+ = durchs Unend- 


liche laufenden Geraden aber das 2k und das (2k — 1)* 
Blatt paarweise zu verbinden haben. Verzweigungspunkte 


sind ¢=-+ 1 und g<=-++ -, denen in der y-Ebene y = + ip* 


und y = + ip*t+ entsprechen; denn nur fiir diese Werthe 
von y (abgesehen von den Punkten y—0O und y=on, in 
denen keine Verzweigung stattfindet) fallen zwei der unend- 
lich vielen y-Werthe, die durch 

iene te a gan Slit 
Pe ee re Ly el mane i 
reprasentirt werden, zusammen. 

Die Verzweigungsschnitte kénnen auch hier ebenso wie 
die Grenzen der Parcellen in der y-Ebene mannichfach mo- 
dificirt werden; namentlich bleibt auch das Resultat dasselbe, 
wenn man an Stelle der durchs Unendliche laufenden Geraden 


r= 4 Z ree il 1 
irgend eine Verbindungslinie von 7 = — = und #@=-+ a 


setzt, die mit dem anderen Verzweigungsschnitt nicht theil- 
weise zusammenfallt. Ist y complex, so haben wir die gleichen 


Verzweigungspunkte « = + 1 und x= + “; da beim Uber- 


gang yon reellen zu complexen p kein plotzlicher Sprung 
stattfindet, so wird auch die Zusammenheftung der Blatter 
wesentlich die gleiche bleiben miissen; als Verzweigungs- 
schnitte benutzen wir irgend zwei nirgends zusammenfallende 
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Verbindungslinien der Punkte = —1 und = + 1 einer- 


; 1 1 A 
seits und 7 = — = und =-+ = andererseits. 


§ 61. 
Die Transformation der multiplicatorisch periodischen 
Functionen. 
1. Geniigt F(p,z) der Gleichung 
F(p, pz) = F(p, 2), 
so besitzt auch F(p”, x") die multiplicatorische Periode p; 
denn es ist 


F(p", (pay) = F(p", pa") = F(p*, 2"); 
ebenso hat F [ra 2) die gleiche Periode p, da es schon die 


Periode oe hat. Wir werden daher F(p”, z*) und F ( i Ae Hy 
falls F(p,x) eindeutig ist und nur z =O und s=oco wz 
wesentlichen Unstetigkeitspunkten hat, als rationale Function 
von S(p,z) und C(p, x) D(p, x) darstellen kénnen. Die wirk- 
liche Durchfiihrung dieser Transformation ist mit Hiilfe der 
Formeln yon § 55 ein Leichtes; es wird wieder geniigen, die 
Rechnung fiir » — 2 und ungerade n auszufiihren, da sich 
die tibrigen Falle durch Combination aus diesen ergeben. 
2. Es ist 
2 Ns (p*, 1) ™ (p27) _ 1 (p*, 1) 1,(P, ©) (p, 2) 
LA ag es ; Tra) 1) %o(D*, 2°) Mg (D*, 1) Mo (P, ©) (Dp, @) 
und da, wenn man ,(p*,1) und 4,(p*, 1) in gleicher Weise 


transformirt, 
(1 ) 1, (p*, 1) eer Ne” 
é N_(p", 1) 1s? — No” 


wird, 
(2) BL" 2) = accom! selma Gel Aare ea 
= (1+) “Ee, 
eo) — EO? ea 


oder da nach § 54, (2.) 
No (p", 1) = Hons 
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| ist und (1.) benutzt werden kann: 


(3) O(p? : ao”) ek a!) Ne Ny" (D, @) — Ny" (p, «) 


| — To” No (P, ©) Ny (Pp, &) 

gt % St pie es) Vig 

| TOE thy We D(p, wv) D(p, | 

2 7 

1— res, S (p, RAP, xt 1—(1 af #,)5*(p, an) ; 
a ade zé (, 9) a «) mm. 


far 1)- Ny" (py @) + ,"(p, w 
(4) Dip", = Ny (DP, ©) Ny (Pp, w) 


me 120.8 No *(p, w) h Ny *(p, o) faa O"(p, @) -- %, 5*(p, @) 


Na Ny (Py ©) Ny (Py @) D(p, @) 
me 1H 08409, 0) | 
Dp, a“) 


Bezeichnen wir jetzt bei x und x, auch, soweit es néthig 
ist, daw Argument (den Parameter), so haben wir noch 


(5) (gi) me MP1) — ( = wre »,)* 


ns" (p*, 1) 


und umgekehrt 
2Vx(p") 
‘@) 4 ib (ph 
2, Vir ungerade haben wir’) 


(1) S(p", a") , 
tml ( nm 1) n 
m(—1) * xe ies Te S(p, 2)S(p, uw) S(pp, oa) Sp, aa) 


DF 3 Sm BCS) Ses) 83) 
8(y, «? «)8 (* =) 
a? 


ag Stelle der Quotienten von 7Functionen mit dem Ar» 


0 non in die niicheten Vormeln einfihren; pid kommen 
‘ “Weise Irrationalititen in dievselben, 
annenherzer, periodisehe Vunotionen, 1H 


4 
2 


ay aT Py 


also 


- 
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yy m9 (0, 1) m9” S?(p, 2) — 8*(p, @) 
—CpF (pt) FOP) *) T= ASH, @) 5%, 2) 
n—1 
S?(p, ) — S2(p, o2) S?(p, a) — s(, a ® ) 
“1 — 2? S?(p, a) S?(p, x)" 


(8.) Cp", a”) 
— ie Na” ~ C(p, x) Cp, ax) O(p, a 2g )c2 - O(n, 0" x) 


+ yp", 1) ma" [ C2(p, a) + Cp, ow) 
“ing, 1) 5” eae) 1 — x? S(p, w) S*(p, 2) 1 


| C?(p, x) + C*(p, ) aa C(p, #) + O*(», a) —1} 


Lime z 
1 — 125°(,, a ? se, 0) 


1 — 03 S2(p, o)S2(p, 2) ( v7) 
. 1—1x?S*\p, S?(p, @) 
(9) D(p", 2") | 
= nie} oo D(p, x) D(p, ax) D(p, ax) 2a - Dg, o”—1 gr) 3 

a gl Pa ise | D?(p, 2) + D?(p, @) af 

ns (p",1) 19” = Dov, 2 re * S* (p, at) S?(p, x) 
n—1 Ng 
La a) + D*(p, «*) abel D*(p, 2) + pol per ) ys. 
1 — x? S?(p, a*) S*(p, x) en = a 
. es — «382 ,« ® )8*(p, a) 

Setzen wir in (8.) und (9.) v= = so folgt 


(10.) V3 = (+)? ca, a) O(p, 02) «++ C(p, a) 


und 


(iit)! EG = Doe, )D(p, a) D(x, e), 


02) Yay vt SO) Oe, rat) 


D(p, «) Dp, e)"” D(p, rccla 


> 

auth] 2.2) Oper) Silas 
ges Dip, OTIS. 

ia plane? a? 


Bling, ~ a 
ih . " 
» tv st 
np uf . 
Le y 
‘ “3 , 4 
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3. Weiter ist 


(4) S(p!,2) = ns(p,1) my (wt, 1) no? (D» 2) (D, 2) 
mn, (p?, 1) v3 Ns (, 1) [757(p, &) — 1?(p, x) | 


—— o_o (P, XM (P, &) a3 S(p, @) 
N23 Ns*(P, 2) — Np? (p, a) 1 D*(p, «) — “C?(p, 2) 
%,° S(p, 2) (1 + x)S(p, x) 


~ 1—« 1+ «S*(p, 2) 1+ %S?(p, x)’ 
C(p2, x) alo (pt, 1) Ne Os 1) No” Ne (2, L) Ns (p, 2) 
Ne (p2, 1) Ne Ns Ns (p?, 1) [13?(p, x) — 1,7 (p, x) | 


EM (p41) 4 O(p, 2) Diy, 2) 
m(ph1) DW, 2) — *O@, a) 


oder, da fiir x = 1 hieraus 


No (p?, 1) Hy 
Ng (pi, 1) ta 


wird: 


_— A2—)Cp, x) Dip, 2) __ C(p, 2) D(p, 2) , 
Gb) Up, 2) = “TG, a) Ow, BT Ea, 2) | 


2, 1) 2 pe 
ee) No (p31) _m2(p, 2) — m.°(2, 2) 
(16.) D(p ? a) # p, 1) Ns? (Py x) ss No? (MP, x) 


= a No (DP, x) as Ny" (DP, x) —= (i — ips 2S? (p, x) 
*  -3"(P, L) — N2*(P, 2) (p, 2) — %C?(p, 2) 
1 — xS?(p, x) 


~ 1-4 «S?(p, x) ~ 


H) Da 


Fiir x(p?) haben wit bereits nach (6.) 


: 
1s) s(pr,2) ele) 2 scp “(> =) pra) 
E 


——_- 


(17.) } %(p?) = ay . 


nw 
4, Fiir ungerade 7 ist: 


1 


Ne (v, i) ss 
n—1 
ie 2 )sl" * 2) > are =) p™ a) 


iPr 


18* 
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ee Gy 4 sl S(p, 2) S?(p, #) — s(p, ary 
Ne (v, 1) = 1 1259(p, 2*) Sp, 2) e 


? S*(p, 2) — 5° o*) ek s(p.2) — (p,p™) 


n—1 


2 
1 — 128%(», 2" )8*(0, x) LSS 225°(p, p™ sw, x) 


) oly, pa) ‘ 


‘) 
29) opr 2) —elets) 2 ov 20a 


i) 
N\p,1 p 


y] 


n 


ia se 2) ole) - ae = a) tora) 
; aoe * (vr 1) stl O( D, ) C*(p, 2) + oln» 7) cout 
Ne (p*, i) : =O 6 p*) 8? S?(p, x) 


C?(p, x) + oly, a) Sapa Cee oy, >) aly (2 


n—1 


1225p, p me , 1—15°(p, » ™ )s%p,a) 5) 


i 


(20.) D(y* a= nlots) nt D(p, 7 Pla 22) » 
Oe . 


(,* = i No" 
N3\P", 
n—1 


bia 20a ae) a 
p” I 2n Hi a 


P 
<— 


D*(p, x) + D(», p” m) 


Li wse(o, aene a 
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Weiter finden wir 


(22.) * aT * E p*) D(p,p*)--D mee) 


ets) at 
(23,) eee lms") ol», 2") “3 ol», »*) 


rn 


und 


| a aa 
E ie o") D(», »*) si Dp, =) 


Die Ahnlichkeit zwischen den reciproken Transformationen 
1 


ec p zu p” und von p zu p*) tritt hier wieder sehr deut- 


lich hervor. 
5. Setzt man in § 60, (4.), namlich 
24 


Boke) — 5. Lis («— =) 5 = (# — 3) 


2 


fiir # der Reihe nach 2, ax, ax, ... atx, wobei wieder a 
eine primitive n® Wurzel, » eine ungerade Zahl bezeichnet, 
so erhailt man durch Summation dieser Ausdriicke, da alle 
Potenzsummen der n*" Wurzeln bis auf die (4n)*" verschwinden: 


S(p, x) + S(p, aa) + S(p, ofa) ++ Sp, aa) 


n an 
_ Sea pe (*— a=) 
7s 7 a p” a” 1 =e 2” ) * 
bn 
p> 1 
2 zm = tern Be | 


oe ee See he Pe a ae 
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oder 

(25.) S(p, 2) + 8(p, ox) + S(p, aa) + +--+ Sp, a2) 
=n ae) 1) S(p% 2). r 


Ebenso findet man unter Beriicksichtigung, dass 


1 2 
2 
E, pi we po” = 8 


n—1 
2n 


i 


1 2 n—1 2 
S ra as 1 ane 
= Fee es | 1 Ste 
2n ae = 


p 2n ih — pf" 
ist: 


26.) 8 e =) + af =) i (3) + 8(p, 2) 


p p” 


ote, oe + s(», ‘oe + 2 », sean 


1 3 


G 
bn 
8 


nO ore re Sas 
Sh ars 


n"\ p", :) a 


1? 


se ts 


ERS 
aur i 2 


Art erweitern lassen. 
|e aoe - met . x > 
the P PF -G t \ 


~ 
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§ 62. 
Die Potenzirung der multiplicatorisch periodischen 
Functionen. 

1. Aus den in § 57 aufgestellten Multiplicationstheoremen 
fiir S(p, x), C(p, x), D(p, #) folgt unmittelbar, dass sich 
S(p, x"), O(p, x"), D(p, 2”) als rationale Functionen von S(p, x), 
C(p, ay D(p, #2) und der Grosse x” darstellen lassen. So ist 
2. B. 


2C( . )D 5 x S( 9 
@) Sy, ) = Eee 
C? ? — S? ? 3 ? 
(2.) O(p, 28) = FO 9 — SD) 
__ 1 — 25? (p, x) + #°S*(p, #) 
a 1 — «*S*(p, x) ? 
ae D* (pp, = Eos #°S?(p, 2) C?(p, 3) 
(3.) D(p, a”) a ae 22 S*(p, 2) 
ees Ste x) + «°S*(p, 2) 
1 — «?S*(p, x) y 


und es hat keine principiellen Schwierigkeiten, durch In- 
duction allgemeinere Gesetze iiber die Bildung der Ausdriicke 
S(p, w") aufzustellen. Wir verzichten jedoch auf diese Unter- 
suchung, die uns doch zu keinen tibersichtlichen Resultaten 
fihrt, und schlagen einen ganz anderen Weg ein, der freilich 
das Missliche hat, dass er uns die Coefficienten der Ausdriicke 
nicht als Functionen von x* allein, sondern auch von ganz 
anderen Ausdriicken liefert. 

2. Bezeichnet f(p, x) eine eindeutige Function mit zwei 
wesentlichen Discontinuitiitspunkten und mit der multiplica- 
torischen Periode p, so sahen wir, dass sich /(p”, a”) als ra- 
tionale Function von S(p, x), C(p, x), D(p, #), also f(p, ””) 


1 a 1 
als rationale Function von S ( p", ) C ( p”, A D ( p, ) 


darstellen liisst, wihrend andererseits wieder die letzteren 


_ Gréssen rational durch S(p, x), C(p, x), D(p, #) ausdrtickbar 


sind (§ 61). Durch aufeinanderfolgende Anwendung imverser— 
Transformationen gelangt man also zur Potenzirung”). 


*) Jacobi, Fundamenta nova theoriae functionum ellipticarum, 
Gesammelte Werke, Bd. I, pag. 111. 
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3. In Hinblick auf die Formeln (1.), (2.), (3.) wird es 
gentigen, wenn wir die Untersuchung nur fiir ungerade 7 
durchfiihren. Es ist nach § 61 


1 
S(p, 4") = (— iF z5 ator, ) s(p*, 2)8( pr, a) 


Ne 2 
Ng a 1 


= ra 
: 8(p*, an) vee 8(p*, wt) 


und weiter, da 


a m1 af r " nN k 
8 (ps, a) (1 BY ™ Sy, o2)5(» “) 
ae 3 
12\p", :) 
eh ez 2: ; k 
“ s(p, De <)s(v ac fe 23) a s( =) 


ee 


n—1 
s(p-p at! a) 


‘S(p, 2") — O8(p,2) [ s( “2s wp* a), 


™m, ke 


ist, 


a py” 


worin & die Werthe 0, 1, 2,..."—*> m dagegen im AIL 


gemeinen die Werthe 0, +1,+2,7.. +*=+ 


» Wenn 
jedoch k=O ist, nur die Werthe ie) 2 Oya — : 
durchlaufen hat. Hieraus wird weiter 


Zu 


™ 
S?(p, 2) — S* (a4 ep”) 
S(p, «*) = C8(p, 2) | [ —%* Shee") 
bade 125*( ap” )S*(p, a) 
oder unter Einfiihrung einer neuen Constanten ¢ 
1— —_5°(2, #) 
wud 
S*\ p, ap” ) 
S(p, 2") = eS(p, 2) | | a re 
BEN By 225*(, op" )aXQp, z) 
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Um die Constante ¢ zu ermitteln, setzen wir « = 1, also 


S(p, x) = 0, und finden 

fe ee a 
S(p, 2) 251 

S(y, 2") 


S(p, 2) 
den und endlich bleibenden Factoren weglassen, 


oder, wenn wir in die fiir « = 1 iibereinstimmen- 


em [A=] Hp atot pe tothe an, 


Wir haben also 
1 — 8°, #) 


S? bs at py” 
(4) S(p, a") = nS(p, x) | | 5 
; pers <2 125+( p, ty") 5%, 2) 


In gleicher Weise finden wir, indem wir wieder behufs Con- 
stantenbestimmung den Specialwerth « = 1 benutzen: 


™m 
his © ap” scp, a) 
ss me 
o(,, wtp") 


m 
cc 8+( ap” sp, a) 


6) Op, a") =C(p, 2) [J 


m,k 
und 
QM 
C (is ot* yp” ) S*(p, 2) 
1 — x? 


m 
p*( », bp") 


™ 


1 — x48? © “p") S*(p, 2) 


S(p, 2") ist also eine rationale Function von S(p, #), deren 
Zahler bis zum Grade n? und deren Nenner bis zum Grade 
n* — 1 ansteigt; bei C(p, x”) und D(p, 2") sind Zahler und 


_Nenner in S?(p,~) vom Grade pee. 


(6) D(p, a) = Diy, a) J] 


m, k 


= ay wahrend noch der 
Factor C(p, x), resp. D(p, x) hinzutritt. 


n—1 


4, Setzt man in (4.) « =i, also 2” =(— 1) ® , so folgt 


{ 

7 

< 

- 
% 
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; oe 
Misaly i Ss? 
; (—1)? =n I I 
: e's 1x28? 


ce oder, da 

ia pema 

i. 1) 251 sists 

Be : “3 a1 s(p, a! a p *) pp, @ ae’ p *) 
ee nein Pee 

i 7 i (i a >) 

i Nimmt man auch in (5.) a = 7, so erhilt man weiter 
= [ eee) Sen = [hee ae i Eee) 
- O(p, 2) Jax C(p, 2) Je=1 C(p, ta) Jom1 


S(p, 2) D(p, 2”) S(p, 2) 


S --7 Getee ae esl. 


(eed be Now zs “A ot *) 
=i) es | | Hy 2 1 & p 2 
ty” ) orl, wp”) 


also : 


6) «=a 
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(10.) eens TT ies wtp”); 


™m,k 
dass hierin das Zeichen richtig gewahlt ist, geht daraus her- 
vor, dass beide Seiten der Gleichung fiir » =O in 1 tiber- 
gehen, wie aus den Kntwicklungen fiir y)(p,v) und 7, (p, x) 
unmittelbar zu sehen ist. 
Die Gleichung (6.) liefert fiir 7 = 7 


2 


un 
t— Pp Ss. a 
ne o(», wtp") 


d. h. die Gleichung (9.). 
Setzen wir schliesslich in (4.) « = p?, so wird 


S(p, any = sl, pa) S(p, pia") | _ 
s goxbt my - fz 


S(p, #) g ~ S ( Dp, pia) 


S(y, p*a) is Toe 
oe Es 2] Re 
S(p, ie) e=1 Me 


woraus mit Hiilfe von (7.) wird: 


(12) pp ekner) 


m 
m, k ASP 
] (on a’ p n ) 


Ziehen wir die vierte Wurzel aus, so folgt 
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wo é eine vierte Kinheitswurzel ist, deren Bestimmung eine | 
eingehendere Untersuchung verlangt. Nihert sich p der Null, 


nr—1 w—1 n?—1 D (p 2) 
so geht x * in 22 » 8 iiber. Da C(p, 2) fir p =O in 
a tibergeht, so handelt es sich um den Werth des Pro- 


ductes 


| | a” »” 
2m 
m,k oe 
1+ att p™ 


Nun nihert sich aber bei verschwindendem p und positivem 
m 


ce” p n 


a, dem Werthe aé Pp” fiir negative 


? 
1+ at p? 
m dagegen eile | so dass in dem Producte der Factoren, 
i: pn 
in denen nicht m=0 ist, die a* wegfallen, wihrend p natiir- 
lich in derselben Potenz wie auf der linken Seite -auftritt, 


Ks handelt sich demnach nur um das Product der Factoren, | 
in denen m = 0 ist, d. h. um 


m die Grésse 


Qkin Qhin 
jp 1 Qhx 
Bere a ae, n n pee 
fp ee Ge i +e = 20s = 


eine reelle Grésse, woraus wir schon schliessen, dass «= + 1 
sein muss. Ferner haben in 
2% 4a 6% (n — 1)x 
cos — cos — cos — --- cos <> 
n n n a 
diejenigen Factoren das positive Zeichen, fiir die 


Bhe <= oder 4h<n 


n 
*) Nimmt man fiir w eine andere primitive n‘e Einheitswurzel wie 


die hier gewiihlte, so bleibt das Resultat ungeindert, wie einfache Be- 
trachtungen zeigen. 


an ae ae ae tere, ee gee We 
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ist. Mag nun »=—4r-+1 oder n= 4r-+3 sein, so ist 
immer die Zahl der positiven Factoren r; negativ sind also 

im ersten Falle 
n—1 

2 

im zweiten Falle 


n—1 Sree MP Ay poke gyi 


2 4, 
Factoren. Wir schliessen hieraus, dass 
n—1 
é=(— 1)* 
oder 
nop 


é = (— 1) 4 
ist, je nachdem n= 4r-+1 oder n=4r-+ 3 ist. Beide 
Falle werden in dem Ausdruck 


ees 
é=(+ 1) 
zusammengefasst, da im ersten Falle 
nr—1 n—1 
eee yh (ye 
‘im zweiten 
n?—1 s n--1 


(— oo. i, (— 1)243r-1 = (— 1)8H1 . (— 1)H — (— 1) 4 
ist. Wir haben also schliesslich die wichtige Formel 


Loo nt D\ p, a® *) 
(13.) eee 1). 8 py keer). 
m,k o( ok p™ 
Aus (10.) und (13.) folgt noch 
nr—1 n—1 m 
S) Boe eee [] clo e*). 
w% m,k 


_ Die Formeln fiir gerade n sind denen fiir wngerade sehr 
iihnlich. 
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§ 63. 
Das Radiciren der multiplicatorisch periodischen Functionen, 
1. Wir haben im vorigen Paragraphen gesehen, dass 
sich S(p, «).— mit dieser Transcendenten wollen wir uns im 
Folgenden allein beschiftigen — als rationale Function von - 


1 1 i 
sl», a) und eventuell auch von ey 2) D(p, a) dar- 


1 
stellen lisst. Hieraus geht unmittelbar hervor, dass S ie a) 


eine algebraische Function von S(p,x) ist, also durch eine 
algebraische Gleichung bestimmt ist, deren Coefficienten S (p, x) 
rational enthalten. Die folgende, von Abel herriihrende*) 
Untersuchung stellt sich nun die Aufgabe, nachzuweisen, dass 
diese Gleichung mit Hiilfe der vier Species und Waurzelaus- 


1 
ziehungen losbar ist, dass sich also S G a”) mit Hiilfe dieser 


Operationen aus S(p, x) berechnen lisst. 
2. Ist n= 2, so folgt aus § 62, (1.) 


S?(p, x) [1 — #7 S4(p, a?) P 
= 45°(p, a4) [1 — $°(p, a4) |[1 —28*(p, o') | 


[1 — s85*(p, a8) [1 — 5%, 2) 
aay [1 ee (p, x?) ye x? S*(p, ai) f, 


oder 


also : 
Rear Maa Saree 

() Hee See ees 
Dieser Ausdruck ist in Folge der Doppeldeutigkeit der Quadrat- 
wurzeln achtdeutig; da nun sofort zu sehen, dass S*(p, #) sich 
genau in gleicher Weise durch 

+ S(p, #4), + S(p, ia), + S(p, pat), + S(p, ipto?) 
darstellt, so folgt, dass diese acht von einander verschiedenen 
Gréssen durch die acht Werthe von (1.) ausgedriickt sind, 
- Durch Wiederholung dieses Verfahrens kann man 8 (p, a), 
S(p, a) u.s. w. aus S(p, “) berechnen, so dass es geniigt, — 
die weitere Untersuchung auf wngerade n zu beschriinken. — 


*) Abel, Oeuvres complétes. T. I. pag. 292 ff. 


* 
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3. Ist nun  ungerade, so wissen wir aus § 62, 3, dass 


1 
sich S(p, x) als eine rationale Function von s(», a") dar- 


1 
stellt, deren Glieder bis zum n**" Grade ansteigen; 9 te a) 
ist also die. Lésung einer Gleichung n®*" Grades, in deren 
Coefficienten S(p, x) rational vorkommt. Und in der That ist 
es leicht, siimmitliche n? Lésungen dieser Gleichung aufzu- 
stellen; dieselben sind nimlich in der Form 


Ti ed: 
(2.) slp, ap" a") 
enthalten, worin 
_k=0,1,2---n—1, m=0,1,2---n—1 


(oder auch, was auf dasselbe hinauskommt, 


n—1 n—3 


fund m—— ——, — —— ---— 1, 0, +1, +2,-- ees 


ist; denn es ist 
m 1\n 


und S(p, p"x) = S(p, x), so dass ersichtlich ist, dass S(p, «) 

aus den simmtlichen Werthen (2.) in gleicher Weise her- 

vorgeht. 
| 4, Um die fragliche Gleichung n*" Grades algebraisch 

zu lésen, verfahren wir nach denjenigen Methoden, die bei 

der Lésung der Abel’schen Gleichungen (und zwar. der in 
- $15, 3 definirten Gattung derselben) zur Anwendung kommen. 
_ Wir setzen 


(3). * ») = slp, o) ae sl», ua") aa sl», tan) poate 
+ s(», 13") 


1 


= s(x, 0°) +.5(», <0") + al » *) +5(p, «*) 


if a(, 2 = =). + 6(p,07 )+8(», 2. 


a 


-_ pia he td belies i i ah ee 5 
- a Si Bieta 54 : 
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(4.) v(o*) = p(a*) af appear) + wo( pr an) uf # q 
OLEH He a) 


“e a ec ae 2b 
; = phon) Meg ge eee gay + ep (pra*) 


: #\ m—1 1 a ; = 
x 
+ ai oie amet aia sat =I 4; as = 2) +a? »| — 
Pa . ind pe as 


1 Bi: 
Nun ist aber ersichtlich, dass o(a*) eine rationale Function 
1 


yon 8 G a) ist; denn wir kénnen schreiben 


6) le) s(»,2) lec onsmee 
. mat _ s(p, 2 =) 8p, @) a) 


a 


as s(n ‘aineoine 
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~ ferner bemerken wir, dass dieser Ausdruck nach (3.) un- 
 ) an a as 

_geandert bleibt, wenn x” durch o* x” ersetzt wird. Was die 
1 


e . et = 
-Functionen v(a*) und v (a) anlangt, so bleiben sie bei 


 derselben Anderung des Arguments ungetindert, wihrend sie 
is m 1 ; 


bei Ersetzung von on durch p” 2” den Factor «, resp. 


3a hinzunehmen. In Folge dessen bleiben sowohl 


* —— olox)w(2*), 
es 7 a - \ 
y (a) und y” (an) 


; : jie eS 1 
Pnigedndert, wenn @p” az” an Stelle yon «” gesetzt wird. 
denken | wir -ferner, dass (wie aus dem Sane aaa 


“a “- mm *) 
- n 
a eange ‘ie 


= 7[5(n2")]—n[slnet)Jeln-) (net) 
en Fey rri: {I “ehh 


a F und ‘F, (and ebenso spiiter "4 und ) Pahionale 


CS und dass o(2*) und wy’ y(er) paabe: 
hung yon ners und 4 ao in einander ‘thergehen, so 


Lay ails Nite me gd (ss rials Atenas 13°14 u 
a 
)|+ 


“f narlae *) 


ity a. 9% 


190 >: ie 


-—_. « 
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und 
Y (4) = A| (», **) | a A | s 8(», =) |e(», o*) D(y, *) 


ist. Hieraus folgt, dass 


(7.) v( a*) y (an) = B 


und 


1 1 
(8.) v(ar) + yn (a*) == 2A 
2 
rationale Functionen von 8S ( Dp, a) sind aa in ihnen 


1 1 
C i 2) D(», a) nur in geraden Potenzen vorkommt), die 
i : 220 eel 
ungeiindert bleiben, wenn man a” durch a p" a” ersetat, 
Die Gréssen A cn B lassen sich also nach Analogie von — 
§ 15, (4.) als rationale, symmetrische Functionen der Gréssen 


m 1 
S ( p, oF py” a), d. h. der Wurzeln der vorgelegten Gleichung 
darstellen, sind demnach rational durch die Coefficienten 
dieser Gleichung, d. h. durch S(p, x) ausdriickbar. Wir kénnen 
somit A und B als bekannte Gréssen ansehen. Aus (7.) und 
(8.) berechnen wir 


(9.) v(a*) VA + VA? — Br, 
(10.) (a) Va Hae. 


; 1 1 
Wir benutzten oben zur Bildung von v(a*) und v( a) 


eine beliebige n Kinheitswurzel @; in der Folge unter- 
scheiden wir die (n — 1) complexen mn Hinheitswurzeln 


; 1 1 
und bezeichnen die entsprechenden v(a*) und v'(a) mit 


olor), wa(ot),. . deals); 
we), we), wale) 


ay, as, on te\ re On—1 


| 


.— 
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und die entsprechenden Werthe A und B mit A,, B, u. s. w., 
so dass 


(11) tg) V4 yee 
(12.) mae aie Vise ae ee ist. 


Ferner ist noch 


(13.) Bla) a6 p(pea*) a ce. at eae pipe x) 


oe 


= nS(p, 2). 
Denn dieser Ausdruck, der die Summe der Wurzeln der zu 
l6senden Gleichung darstellt, ist das negativ genommene 
zweite Glied dieser Gleichung, nachdem das erste Glied von 


jedem Coefficienten befreit ist. Diese Gleichung ist aber mit 
1 


§ 62, (4.) identisch, wenn man in dieser nur x durch x” er- 
setzt. Multiplicirt man in der Gleichung die Nenner weg, 
so findet sich das héchste Glied auf der rechten Seite und 


besitzt den Coefficienten 
1 


[I Sadie nas 
en s(n, ep”) 


das zweite Glied steht auf der linken Seite und hat-den 
Coefficienten . 


S(p, )x"— IT S? ie wtp”) ; 


dividirt man den Coefficienten des ersten Gliedes weg und 
bringt das zweite auf die andere Seite, so wird sein Coef- 
ficient nach § 62, (11.) 


1° i = 
— £s(p, a)" [J SH Gets) ROME eaGeN 


Addirt man nun simmtliche Gleichungen (11.) unter Zufiigung 
von (13.) und dividirt durch x, so erhalt man, weil die Potenz- 
summen der a, bis auf die (kn) verschwinden, 


(4) (a) = 5(y,0) +4[V4, + Va Be 


n 


ae eae 


19* 
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Dieser Ausdruck hat wegen der Mehrdeutigkeit der 


1 
Wurzeln mehr verschiedene Werthe, als S (*) zukommen. 
Man kann diese Unvollkommenheit in ganz entsprechender 
Weise wie bei den Abel’schen Gleichungen beseitigen. Ordnet 
man namlich die Wurzeln o, so, dass Cy = a* wird, wobei 
@ primitiv ist, so erkennt man, dass 


ie 
*) wl) 


(16.) ols) =e wile) =f [S(p, «)] 


k 2 k ny ; | 
, mai Oo) Dy "(a*) a 


rationale Functionen von S(p, #) sind. Dann kénnen wir — 
aber unter Berticksichtigung von (9.), (12.) und (13.) 


1 
(17.) le =) 
(a wn) fe [S(p, «)] — (Ay = Met 2 _ Bf’ TS (p,2)] 
=, 
24,2? — B” A, 2 ie he 
setzen und sehen somit, dass der Warth: acs k= Wurzel- 
zeichens in (14.) durch den fiir das erste gewihlten eindeutig 


bestimmt ist. Durch die Quadratwurzeln wird keine Mehr- — 
deutigkeit hervorgerufen, da dieselben simmtlich in (14) mit | 


(15.) =f’ [S(p,2)| 


und 


1 
entgegengesetzten Zeichen auftreten; denn auch die ot) 
1 
gehéren zu den w\a” ). 


Nachdem wir so mit Hilfe von Wurzelausziehungen 


1 

p (an) berechnet haben, suchen wir von demselben zu 
1 

DE a) selbst zu gelangen. Zu diesem Zwecke bilden wir — 

die weiteren Resolventen*): 

*) Man versteht in der Algebra unter ,,Resolventen’ Functionen 

eines Theils der Wurzeln einer Gleichung, die man zuniichst zu be- 


rechnen sucht, um dann erst yon ihnen ausgehend zu den Wurzeln 
selbst zu gelangen. 


, ae), sat oe as ; oY ~ 
ee Lk ae Se OF ak eee mel oe ee) eee) ee F 


“~_ 
- ry . 


~ 
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(18.) Ae) = s(», a) ++ a8», oe) 


+- 28» a a) Sie wts( », oe o) 
und 


é hee ve = 
G9) (x=) —s(n,0*) +48 bo wa) 
1 1 
+ 4 s(>, ata) Siar ae tp at 5s) 
und iiberzeugen uns wieder genau wie oben davon, dass 


(20.) Ae) rh (am) == J) 


und 


Me 2) xr (2)=ie 


1 1 
einerseits unverandert bleiben, wenn x” durch a* x”  ersetzt 


1 
wird, andererseits rationale Functionen von S ( os) sind, 


mithin sich als rationale, symmetrische Functionen der nGréssen 


1 
. s(», akan) darstellen lassen. Betrachten wir nun in (6.) 
1 
ae a) als Unbekannte, so sind offenbar die Gréssen 


1 : 
S bs ak 2) die siimmtlichen Wurzeln dieser Gleichung; D 
und C sind als rationale, symmetrische Functionen dieser 


1 
Wurzeln ash die Coefficienten von (6.), d. h. duréh Ae *) 
rational ausdriickbar. 


Wir finden aus (20.) und (21.) 
p (2) ale) Vor VO—P, 
8) ile) = Voom. 


In (22.) lassen wir nun der Reihe nach a,, 0, +++ On—4 
an Stelle von @ treten und wihlen wieder die Bezeichnung 
_ entsprechend; alsdann addiren wir die simmtlichen Gleichungen 
 (22.), in denen wir links die durch (18.) gegebenen Ausdriicke 


ale a | 
FS oe 
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a 

fiir die X, (o*) einsetzen, unter Zufiigung von (3.) und er- 

halten so das Endresultat: 


(24.) s(», a) +l» (=) of V64VG—De 


+. VE4VC + VC2—D," : —D- ti +.- + Von + VCLF=p= —D,,—1" =|. 
Dass auch hier auf der rechten Seite die Werthe der 
Wurzeln so ausgewihlt werden kénnen, dass im Ganzen nur 
n Werthe erhalten werden, lisst sich genau wie bei (14.) zeigen. 
Hiermit ist der interessante Satz bewiesen, dass sich 


! 
| 
| 


1 
S ( P, a) mit Hilfe der 4 Species und Wurzelausziehungen 
aus S(p, x) berechnen liisst. : 


§ 64. 
Die Logarithmen der multiplicatorisch periodischen 
Functionen. 


1. Zum Schlusse mdgen noch einige einfache Entwick- _ 
lungen hier Platz finden, die sich fiir die Logarithmen der 
n-Functionen, sowie fiir log S(p, w) u. s. w. ergeben. Es ist q 


fiir »|<|e <= 
log n(p, #) = log [1 — p*) (1 — pt) (1 — p') | 
+ 3} flow + ihe) + tog ee +o) 


= log ((1 —»*) (1 — p') Qt “a+ eS 


p (2n-+-1) a? p> (2n-+1) ,, Ont p? (2n--1) 

sh atl SEES ee Sects Sh z oe 

2 ° te 3 : or ae Pe ; 

3(2n-+41) ie. 

: ie 
ae 328 | 


oder nach Umordnung der Guu 
(1.) log » (p,) = log {(1 — p*) (1 — p') (1 —p')«. “ii 


rite e+) - FSR (eta) 


oe = =F (e+ *) ie ae is 


alts) 
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Weiter hat man noch 


log [(1 — p*) (1 — p*) (1 — p®)-- J = De log (1 — p™) 
= 2n 4n 6n 
Saat 
Seay aie are 
=-|F+5+54- 
Se nS 
6 12 18 
Sede caches 


also, wenn man nach Verticalreihen rsh 
2) log [ — — £") ¢ mao Ps 
ioe i= aes. 2 SS ae in 
doch sind auch andere Entwicklungen, z. B. nach Potenzen 
yon p moglich. 

2. Unmittelbar aus (1.) folgt fiir | p?|<|x|<| p—3| 
(3.) log m(, #) = log [(1 — p*) (1 — p*) A — pp’) - +] 


je yi a 1 
me a (2 1 ye 


un 
(4.) log 1; (p, z) = log ta cp isi) dens Oo) Rb ee ig) OE 


+ = aes ae , es SES a 


Ferner haben wir 


“Jog n,(242) — log [—ip!(e —2)] + toe (4 —2) G29) 
(0 —y)-1+D} [log 1 — 24) + tog (1 -22)] 
= tog [—ipt(2 —4)] + tog tt — 2) =P) A — 24) 


“BE e+a) +8 6+) +5 +2)+-] 


a 
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oder nach geeigneter Umformung 
: 1 
(5.) log m;(p, x) = log | —épt (« —+)] 
+ log 1G —e) 7) 1 2 
ie.2) 
ih a 1 
* ie maeere ele 
und hieraus folgt leicht 
4 1 
(6.) log m2 (p, x) = log E (« me +) 
+ log [(1 =p") (Up) pes] 
ie.) 
1 (— tie pn . 1 
+2} a ee apt (2 a 
3. Demnach ist 
log S(p, a) = log 3 — log n, + log 1, (p, ) — log ny (p, a) 
= log 7; — log 7, + log | int (« — 21 
ie) 


1 p” pn 5 1 
tel Beara gs 2n eran 
i 


p p 
oder, da 
OB te) ee ge 
1—p™- (1—p*)(G4+p") 14g" 
ist, 
(7.) log S(p, x) = log m, — log n, + log ES ipt (« sre ai 


at zi ae (2 = =); 


1 
EKbenso findet man die Kntwicklungen fiir log C (p, &) 


und log D (p, «); log 4; und log 7 lassen sich sich natiirlich 
auch in Reihen der Form (2.) entwickeln. 


7 a <r ha FF’ 7 or 


“_ Siebenter Abschnitt. 


Die mehrfach periodischen Functionen. 
§ 65. 


Die vertauschbaren Perioden. 
1. Wir haben bis jetzt nur den Fall ins Auge gefasst, 
dass eine Function F(x) eine einzige Periode besitzt, d. h. einer 
Gileichung F[9,(x)| = F(a) geniigt; es handelt sich nunmehr 


 darum, zu untersuchen, in welchem Umfange mehrere Perioden ; 
bei derselben Function auftreten kénnen. Auch hierbei wollen ’ 
wir uns zunachst von einer algebraischen Analogie leiten 4 
lassen. Abel hat nimlich, wie in § 15, 3 erwihnt wurde, 4 


_ bewiesen, dass eine irreductible Gleichung auch dann durch 
Vurzelausziehungen lésbar ist, wenn ihre simmtlichen Lé- 
, -sungen aus einer derselben durch die Iterirungen und Com- 
tionen zweier vertauschbaren Substitutionen hergeleitet 
en kénnen. Wir werden daher fiirs Erste nur vertausch- 
Perioden ins Auge fassen, d. h. solche, fiir welche die 


PV (2) = 4,9, (2) 


at . Sind g, und , wie wir durchgehends annehmen 
en, lincare Eanshenem, so kénnen wir mittelst der Fune- 


< ; 
As 


a+b 
oad? 


» 


: tee of i 
* fee 
v 


nee “y 
= a 
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identisch zu befriedigen, aus der folet 


a+c=la, 

b+d—=Il(a-+ d), 
c=le, 
d=l(c+d). 


Nach der dritten dieser Gleichungen muss entweder ¢c = 0 
oder 11 hin; im letzteren Falle wiirde aus der ersten 
oder vierten c = 0, im ersteren aus der vierten 1 = 1 folgen, 
da a@ und ¢ oder d und ¢ nicht gleichzeitig verschwinden 
kénnen; aus der zweiten Gleichung folgt dann noch a = d, 
so dass ~,(x) die Gestalt 


- ate bi 
(2) Soi sae ea ee 
annimmt, 
Ist y,(%) = px, so haben wir 


az+b  apx+b 
Pea tad cpe +d? 


also 
ap = lap, 
bp = lb, 
c=lcp, 
d= ld, 


aus denen sich 1 =1, c=0, b =O, also 


ti) —S0— as 


ergiebt. Wir finden somit: 

Sollen zwei oder mehrere Perioden vertauschbar sein, so 
miissen sie alle additiv oder alle multiplicatorisch sein. 

3. Hine doppelt additive Periode ist in der That mog- 
lich, wie sich sofort durch Construction zugehoriger Func- 
tionen nachweisen lisst. Wir sind nimlich im Stande, aus 
den Functionen mit einfacher multiplicatorischer Periode doppelt 
additiv periodische Functionen herzuleiten und umgekehrt. Ge- 
niigt ndmlich die eindeutige Function F(p, x) der Gleichung 
3 F(p, px) = F(p, 2) 
und setzen wir 

ale errtiv p= ent. 
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so ist 

f(t, Ww) — YE ae Gu) 
doppelt periodisch, da 
f(r, w + 1) geri F(é, e2nit-+ami) 215) F(e7, e27iw) — f(x, w) 
und 
ir, w + T) aes eet Erni ee) a, Reus ere —- fiz, W) 
ist. Befriedigt andrerseits die eindeutige Function f(w) die 


Gleichungen 
fw + m) = fw) 


27tin 


m A, 
— “ —— m 
20 ost logv, p= e 


und 


so setzen wir*) 


und 
Ege) = f(sqilog) 


F(z) ist eine eindeutige Function, da die verschiedenen Werthe 
yon log# das Argument von f(w) nur um m_ verandern, 
also denselben Werth von /(w) hervorbringen; ferner ist 


yo) = pe oplaee i) = (est liens + asin) 
= flee zloga@ + n) = (aaa log) ana) 


Wir kénnen daher aus den uns bekannten einfach multipli- 
eatorisch periodischen Functionen die doppelt additiv perio- 
dischen, die sog. elliptischen Functionen herleiten, 


4, Sind m und m die additiven Perioden einer Function, 
80 ist der Parameter der entsprechenden multiplicatorisch 


27min 
periodischen Function p==e ™ (oder bei anderer Umformung 
27im 
ae =i" dieses p wird, wenn = reell ist, dem absoluten Be- 
trage nach der Hinheit gleich. Dies ist nach § 34, 8 bei 


*) Da wir auch w= oz logz, p = shew n getzen kénnten, so ist 
a 
' das obige Verfahren nicht die einzige Liésung der Aufgabe; wir kommen 
- spater auf diesen Punkt zuriick. — Das Doppelzeichen im pn ey at 
 ermdglicht es, |p| <1 zu machen, 
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analytischen Functionen nur dann zulissig, wenn p eine 
genaue Kinheitswurzel, d. h. = eine rationale Zahl ist, 
Ubrigens ist auch leicht direct (mit Hiilfe der Kettenbriiche) 
nachzuweisen, dass im Falle eines irrationalen, reellen " 
eine unendlich kleine additive Periode vorhanden ist, deren 
Unméglichkeit sofort (vgl. § 34, 8) erhellt. Stellt = eine 


rationale Zahl dar, so lassen sich beide Perioden y=x-+m 
und y= 2-1 » durch eine emsige, y= x + 0, ersetzen, wo 
0 die grésste in m und n ganzzahlig aufgehende Zahl ist. 
Denn es ist auch y = k,m + k,n eime Periode, wenn k, und 
k, beliebige positive oder negative ganze Zahlen sind, und 
man kann nach den ersten Elementen der. Zahlentheorie k, @ 
und k, so bestimmen, dass 
k, > Le hey ks 

also kym + k,n = 0 wird; und anderseits sind y=au+tm 
und y = # + n Iterirungen von y =a -+ 0. Die betreffende 
Function ist also in Wirklichkeit nur einfach periodisch. Wir 
kénnen daher das Ergebniss aussprechen: 

Zwei additive Perioden, welche sich nicht auf eine emzige 
reduciren lassen, kinnen nur dann zusammen. bei einer analy- 
tischen Function auftreten, wenn ihr Quotient keine reelle 
Grosse ‘st. 

5. Um uns ein anschauliches Bild von dem Verlaufe 
einer doppelt additiv periodischen Function zu verschaffen, 
werden wir wieder mit Vortheil die geometrische Darstellung 
benutzen; wir stellen uns auch hier die Aufgabe, in der 
Ebene der complexen Zahlen Parcellen so abzugrenzen, dass 
keine zwei Punkte einer Parcelle durch Periodicitit verbunden 
sind, wihrend alle Punkte ausserhalb einer Parcelle mit 
innerhalb gelegenen durch die Periodicitit communiciren. Sind 

m= oa, + ot und n= B, + Bt . 
die beiden Perioden (von denen man auch die eine gleich 
der Hinheit annehmen kann), so werden wir (s. Figur 21) _ 
zwei Systeme von unendlich vielen Parallelen ziehen, deren 


Abstinde gleich Ya,” + a,” und VB, + B,? sind, gemessen 


sag P , 
ek ook r4 be — a oo yr. in ln 


Die vertauschbaren Perioden. 301 


in den Richtungen, die durch die Geraden bestimmt sind, 
welche vom Nullpunkt nach den Punkten e«, + ai und 
B, + 6.7 sich erstrecken, wih- 
rend das erste System die 
Richtung der zweiten, das 
zweite System die der ersten 
Geraden hat. Die ganze Ebene 
wird so in unendlich viele, 
congruente Periodicititsparal- 
lelogramme eingetheilt, denen 
die verlangte Higenschaft 
offenbar zukommt, wie sich 
nach § 37, 2 leicht ergiebt. filial 

Wie jedes Parallelogramm durch wiederholte Anwendung der 
beiden Periodicitiitsgleichungen in jedes andere transformirt 
werden kann, ist unmittelbar ersichtlich. Die Parcellirung 
kann tiberigens auf mannichfache Arten modificirt werden, 
wie u. A. auch aus den Resultaten der folgenden Nummer her- 
vorgeht. 

6. Sind y= 2-+ m und y=a-t~n die Perioden einer 
Function F(x), so bleibt dieselbe auch fiir beliebige Umkeh- 
rungen, Iterirungen und Combinationen dieser Perioden un- 
geindert. Die letzteren sind alle in der Form 
(2.) y=xex+tkm-+ kn 
enthalten, worin die k positive oder negative ganze Zahlen 
bedeuten. Die Gesammtheit aller Perioden, die aus zwei 
oder mehreren in der erwihnten Weise hervorgehen, heisst 
eine Periodicitiétsgruppe; (2.) ist also die Gruppe, fiir welche 
F(a) ungeindert bleibt. 

Wir haben soeben die gesammte Gruppe (2.) aus zwei 
ihrer Elemente, y= «2-+ m und y=a-+m erzeugt, und 
man kann die Frage aufstellen, ob auch aus zwei ee 


_ Elementen der Gruppe, etwa 


(3.) y=ao+trm+ sn 
und 
(4.) y=x2+rm-+ syn 


die Gesammtheit (2.) erzeugt werden kann. Dies wird dann 


und nur dann der Fall sein, wenn sich aus (3.) und (4.) 
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wieder y=a-+m und y=a-+n herleiten lassen. Es 
werden also die ganzen Zahlen 7,, s,, 7, Ss) so beschaffen sein 
miissen, dass sich die Gleichungen 


(5.) ky (rym + s,n) + ky (72m + s,n) = m 
und 
(6.) hs (r,m + 8,0) ++ hy(rgm + s,m) =n 


durch ganzzahlige k, befriedigen lassen. Bedenkt man, dass 
m und » durch keine Gleichung 


um + vn =O, 
in der w und vy reelle ganze Zahlen sind, verbunden sein 
* m v . 
kénnen, da sonst Pa ere reell wire, ausser wenn w und 


v beide gleich Null sind, so kann man (5.) und (6.) in je 
zwei Gleichungen zerfallen: 


(7.) kyr, + higr, = 1, 
(8.) ks, + kys, = 0 
und 
(9.) ksr, + hyr, = 0, 

~ (10.) ks 8, + hysy = 1. 
Aus (8.) folgt aber 

1 ls, 
k= =, k, = — =, 


worin / eine beliebige ganze Zahl, & aber den grossten ge- 
meinsamen (positiven) Theiler von s, und s, bedeutet; setzt 
man diese Ausdriicke in (7.) ein, so wird daraus 


12r,—ltn, = 1. 


Hiernach muss / = -+ 1 sein, da sonst die linke Seite einen 
von 1 verschiedenen Factor besiisse, was mit der rechten 
Seite nicht stimmt; es ist also 


(11.) ah pe oe +1 


und ebenso nach (9.) und (10.), wenn « den gréssten ge- 
meinsamen Theiler yon 7, und 7, bezeichnet, 


(12.) 4-25 =41. 


. 
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Aus (11.) ist aber ersichtlich, dass 7, und r,, aus (12.), dass 
s, und s, keinen von 1 verschiedenen gemeinsamen Theiler 
aufweisen kénnen, so dass 0 = ¢ = 1 ist und wir die einzige 
Bedingung 
(13.) 1,8, — 125, = +1 
haben. Ist (13.) erfiillt, so lassen sich (7.), (8.), (9:) und 
(10.) dadurch befriedigen, dass man 
kj = + &, ky = 5,,h5 =F ry, kg etry, 

nimmt. 

Die Perioden y = x + m und y=a-+-n lassen sich durch 

y=a2+trm+ sn 


y=a2+rm+ sn 
dann und nur dann ersetzen, wenn 
1,8, —%s = +1 


und 


ist. 
. Wahlt man in (3.) und (4.) 7,, rz, 5, 5, nicht der Bedingung 
_ (13.) entsprechend, so ist die durch (3.) und (4.) erzeugte 
Periodicititsgruppe wohl in (2.) enthalten, macht jedoch nicht 

die Gesammtheit derselben aus; sie ist eine Untergruppe 
von (2.). 

7. Lehrsatz: Bei einer eindeutigen, analytischen Function 

_ kinnen drei (oder mehr) additive Perioden m,n, 7, welche durch 
keine ganzzahlige Gleichung 

(14.) km + kan + kar = 0 
verbunden sind, nicht auftreten. 
j Beweis: Gesetzt es giibe eine analytische Function F(a), © 
welche die drei Perioden y=2-+m, y=a+n,y=a2+r 
besiisse, ohne dass eine Gleichung (14.) existirt. Alsdann 
wollen wir uns die Ebene der complexen Zahlen in die 
Periodicitatsparallelogramme eingetheilt denken, welche den 
Perioden y=2-+m und y=z-+n entsprechen. Gehen 
wir dann yon einem beliebigen Punkte z, aus, so wird 
F(a.) = F(a, + 7) = F(a, + 2r) =--- us. w. sein, und die 
correspondirenden Punkte z, + kr ce sich auf unendlich 
viele jener Periodicititsparallelogramme vertheilen. Soviel 
‘ist indessen sicher, dass keine zwei der Punkte x, + kr in 


® 
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den betreffenden Parallelogrammen an entsprechende Stellen 
zu liegen kommen (d. h. so, dass sie bei Aufeinanderlegen 


der Parallelogramme sich decken wiirden), da sie sonst durch’ 


eine Periode y =z + 1,m + I,m verbunden wiren, so dass 
wir eine Gleichung 
“t+khr=2,+kr+1m-+ in, 

d. h. eine Gleichung (14.) hatten. Mit Hiilfe der Perioden 
y¥=Z£+m und y=2-+n kann man nun aber alle jene 
Punkte z,-++ kr, welche in unendlich vielen verschiedenen 
Parallelogrammen liegen, mit solchen in einem eingigen 
Parallelogramme in Correspondenz setzen, d. h. die Function 
F(x) muss fiir unendlich viele innerhalb eines Parallelo- 


grammes gelegene Punkte in Folge threr drei Perioden den © 


gleichen Werth annehmen. Befinden sich aber in einem 
endlichen Raume unendlich viele Punkte, so miissen darunter 
solche sein, deren Abstand unendlich gering ist; unter den 
Perioden der Gruppe y= « + 1,m+1,n + lr miissen also 
solche enthalten sein, die unendlich benachbarte Punkte mit 
einander verbinden, d. h. es miissen gewisse 1,m+1,.n+J1,r 


unter jeder Grenze klein sein. Hieraus wiirde weiter folgen, 
‘dass F(z) fiir eine Reihe von unendlich benachbarten Punkten, 


die sich auf eine endliche Linie vertheilen, denselben Werth 
annimmt, also in Folge seines analytischen Charakters eine 
Constante ist. 


Dieser Beweis lasst sich auch rein arithmetisch fihren, 
erlangt jedoch dann nicht entfernt die Ubersichtlichkeit wie 
durch die geometrische Behandlung. ; 


8. Aus dem Vorhergehenden folgern wir uniiitedtliedl 


dass auch eindeutige, analytische Functionen F(x) mit zwei 


multiplicatorischen Perioden y= px und y = qx nicht existenz- 
filig sind, wenn nicht die eine derselben, etwa q, eine EHinheits- 


wurzel ist oder die Form e” "»* hat; denn die Substitution 
i a , g=e™ wiirde sonst F(z) in eine 
Function mit POSS von einander unabhingigen additiven 


Perioden verwandeln. In der That gentgt Fw), on ae 


den Gleichungen 
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fle + “4 =f(w), fiw + 2) = fw), fw +7’) = fle). 
Ist g = ar. so haben ‘wir 1’ = ~ = + = , sodass die ganz- 


zahlige ae 

ms-1—+nrrt—nst =—0 
besteht. Auch erkennt man mit Leichtigkeit, dass sich drei 
additive Perioden, welche irgend, eine Gleichung (14.) be- 


friedigen, auf zwei multiplicatorisch periodische der letzt- 
erwahnten Art zuriickfiihren lassen. Functionen, welche die 


Perioden y= px und vans besitzen, sind sehr leicht zu 
construiren; so hat z. B. 


F(x) = S(p, 2) s(», ez) s(», nas) se s(p, cca) 


dieselben. Ist g = e "ps, so ist natiirlich eine Reduction 
méglich. 
§ 66. 


Die nicht vertauschbaren Perioden. 


1. Nachdem wir die vertauschbaren Perioden einer er- 
schépfenden Untersuchung unterworfen haben, wenden wir 
uns der Betrachtung solcher mehrfachen linearen Perioden 
zu, fiir welche die Gleichung 


(1.) Pi V(X) = ¥, 9, (x) 

nicht statthat. Hierbei wollen wir den Fall ausschliessen, 
_ dass simmiliche Perioden der aus y = g,(z) und y = y,(z) 
hervorgehenden Gruppe riickkehrend sind, da dieser besser 
bei Untersuchungen abgehandelt wird, die in einen spiiteren 
Abschnitt gehéren, und nur soleche Gruppen ins Auge fassen, 
deren eine erzeugende Periode in eine der beiden Normal- . 
formen g,(z7)=a2-+1 oder g,(z)=pa, |p| <1. gesetzt 4 
werden fate wahrend die zweite in der allgemeinen Form S 
¥, (x) = a = A  auftritt. Zuniichst erledigen wir den Special- 


fall, dass v,(x) eine lineare ganze Function, also v,(x) = 
az + 6 ist. 


+2. Ist 9,(4) =2+1, nes, so kénnen wir 


4 _ Rausenberger, periodische Functionen. 20 


> ———— oa 


"= 
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die zweite Periode durch eine Functionalsubstitution y, (#) 
= «-+ A reduciren, ohne die erste zu findern. Setzen wir in 


ypasaweta+b 
A ee (was immer moglich ist, da der Fall a = 1 nicht 


hierher gehort), so nimmt die zweite Periode die Gestalt 
#,(«) = ax an. Nun ist 
Yn G1 Pa (@) = 4 +a", 

so dass auch die additive Periode a” in der Gruppe auftritt. 
Bedenkt man, dass a” fiir |a| 21 beliebig klein gemacht 
werden kann, wenn man » (positiv oder negativ) hinlinglich 
gross nimmt, und dass eine unendlich kleine additive Periode 
bei analytischen Functionen unzulaissig ist, so ist die Un- 
moglichkeit der Gruppe einleuchtend. 

3. Fiir |a| = 1 gestaltet sich die Sache-anders; ist dann 
a eine primitive n Hinheitswurzel, so stellt sich die ge- 
sammte, aus den Perioden y=—2-+ 1 und y = az hervor- 
gehende Gruppe offenbar in den Formen 


y= ara + ky, 

y =a (are + ky) + ke, 

y= a [ a” (ara + k,) + ke | + k;, 

y = a [as [a” (a™ a“ + ky) + ke] ae ke | + ky 


u. 8. W. 
dar, worin die r und k ganze Zahlen sind. Multipliciren 
wir die Klammern aus, so haben wir — um die letzte Glei- 


chung als Beispiel zu nehmen — 
y= aetrtrtng + qebrink, + att rk, + ahs; + ky 

oder, wenn man bedenkt, dass nach willkiirlicher Wahl von 
r, immer noch 7, -++ 7, ganz beliebig bestimmt werden kann, 
dass dann weiter das Gleiche mit 7,-+7; +7, u.s. w. der 
Fall ist, dass ferner Glieder mit einer gleichen Potenz von 
a (ausser dem ersten) zusammengefasst werden kiénnen und 
dass nur die »—1 ersten Potenzen von a yon einander 
verschieden sind, so erhiilt man als allgemeine Form simmt- 
licher Perioden der Gruppe 


(2.) Yi Ox ed a" k, “i a k, i Fe > ++ Ahn—1 + Togs 
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Da auch s und beliebige der & gleich Null genommen wer- 
den kénnen, so werden die additiven Perioden y=a+da, 
aber keine anderen hiervon wesentlich verschiedene in der 
Gruppe auftreten. Ist s von Null verschieden, so ist (2.) eine 
recurrirende Periode, da es mittelst einer Functionalsubstitu- 
tion (wie oben!) auf y= a'w reducirt werden kann. Die 
Zulissigkeit der Gruppe hingt daher lediglich davon ab, ob 
die Zahl der nicht durch lineare Relationen verbundenen 
additiven Perioden in derselben zwei nicht tibersteigt. Nun 
ist aber a durch eine Gleichung a” = 1 oder a’— = aie, 
+a-+1=0 bestimmt, die sich haufig noch in weitere 
Factoren mit ganggahligen, reellen Coefficienten zerfillen lisst. 
Ubersteigt nach méglichster Reduction in diesem Sinne die 
Gleichung ftir a@ nicht den zweiten Grad, so ist die Gruppe 
moglich, da aus (ist die Gleichung yom ersten Grad, so ist 
die Sache noch einfacher) 
L@?+ha+til,=0 
folgt 
La’ =—la—l, 
—ha—l, 


La’ = — la? — la = — |, I, 


= it 
oder 
L?a® = 12a + 1,1, — 1, ls 


U. 8. W., 


so dass ersichtlich ist, dass alsdann die siimmtlichen additiven 
Perioden mit den beiden y=a-+ 1 und y=a«z+a dureh 
eine lineare Relation verbunden sind. Ist die irreductible 
Gleichung fiir a@ von héherem als dem zweiten Grade, so ist 
die Gruppe auszuschliessen. Zulissig sind: a = — 1,a=4, 


t= pee. - Tritt neben y= 2-+ 1 noch eine andere 


additive Periode auf, so ist sogar nur a= — 1 zulissig. 
Die allgemeine Untersuchung wollen wir nicht ein- 
gehender durchfiihren. ; 
4, Haben wir 


p(x) = px, | P| <1, 
Y, (2) == 2 b, 


und 


20* 
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so ist 
PV Pave) = 4 — 11 — p), 
wodurch dieser Fall auf den vorigen zurtickgefiihrt, d. h. da 7 
'p| <1 ist, die Unméglichkeit der Gruppe erwiesen ist. 
5. Um zu dem allgemeineren Fall zu gelangen, setzen wir 


x-+ 0b. 
(3) a@—=e+l, w@—SEy 
wegen der ersten Periode muss die zugehérige Function den — 


wesentlichen Unstetigkeitspunkt # = oo (§ 34, 11) und in © 


Folge der zweiten Periode auch den weiteren 7 = 00 =) ae 
i; coo+d ; 


besitzen, der immer im Endlichen liegt, weil ¢ jetzt wesentlich von 
Null verschieden ist; hieraus folgt wieder, dass auch 7 = < ka 


wesentliche Unstetigkeitspunkte sind*). Functionen, welche © 
die beiden Perioden (3.) besitzen, haben also, falls sie tiber-— 
haupt existenzfahig sind, wnendlich viele wesentliche Disconti-— 
nwititspunkte. 


Haben wir 
b 
(4)  9,@)=pe, |pl|<1, 4@=—255, 


so sind «=O und =—oo (§ 34, 12), also auch es 


und 4 = “ und weiter 7 =p” 4 und a= pr — ~ wesentliche 


Discontinuitiitspunkte, so dass das Resultat a gleiche ist, 


wie bei (3.). Hine Ausnahme tritt nur ein, wenn — und 


= gleichzeitig Null oder unendlich werden, was nur tir 
a—=0O und d=O der Fall sein kann, so dass dann vy(@) 
die Form | 

(6.) | - (8) a4 = ; 
Salr PA sea NE recurrirende Periode (5.) ist aber neben y=pe 


in der That zuliissig, ja bei den multiplicatorisch Pero ae en 
UE aweiter ne RAE noviweney ($4 56, A). 
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Wir haben also das fundamentale Resultat: 


Mehvrere nicht vertauschbare lineare Perioden kinnen, eimige 
sehr wwesentliche Ausnahmefille abgerechnet, nur ber Functionen 
auftreten, die wnendlich viele wesentliche Discontinuititspunkte 
besitzen. 

Die functionaltheoretischen Forschungen der letzten Jahre 
haben klargestellt, dass soleche mehrfach periodische Func- 
tionen, deren Perioden nicht vertauschbar sind und die un- 
endlich viele wesentliche Unstetigkeitspunkte aufweisen, that- 
siichlich in grosser Zahl existiren. Da jedoch die Theorie 
derselben zur Zeit noch nichts weniger als abgeschlossen 
ist, miissen sie einer spiiteren Fortsetzung der vorliegenden 
Arbeit vorbehalten bleiben. Im Laufe unserer Untersuchungen 
iiber elliptische Functionen werden wir indessen gelegentlich 
einige hierher gehdrige Transcendenten kennen lernen und 
einige ihrer Higenschaften untersuchen. Im Folgenden sollen 
uns die doppelt additiv periodischen Functionen weiter be- 
schiftigen. 


]S.0t 


Die Functionen mit doppelter additiver Periode. 


1. Wir haben in § 65 die doppelt additiv periodischen 
oder, wie wir jetzt kiirzer sagen wollen, die doppelt periodi- 
schen Transcendenten, denen gewohnlich der Name ,,elliptische 
Functionen“ beigelegt wird, in engen Zusammenhang mit den 
multiplicatorisch periodischen gebracht; wir werden daher 
einen grossen Theil ihrer Higenschaften direct durch Um- 
gestaltung der Resultate des letzten Abschnitts herleiten kénnen. 


2. Wiihrend die multiplicatorisch periodischen Tran- 
scendenten « = 0 und ~=oo zu wesentlichen Unstetigkeits- 
punkten haben, tritt bei den elliptischen nur ei solcher, 
x = oo auf (soweit natiirlich nicht unendlich viele vorhanden 
sind). Die Substitution « = 7" vereinigt die beiden Un- 
stetigkeitspunkte in einen, da fiir «=O und oo nur 

= oo ist. Die Form der elliptischen Functionen ist hier- 


mit unmittelbar festgestellt; sie sind, soweit sie eindeutig 


sind, transcendente rationale Functionen im engeren Sinne. 
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3. Unmittelbar aus § 49 gehen folgende Siitze hervor 
(wobei wir immer nur an sikdeltias Functionen mit einem 
wesentlichen Unstetigkeitspunkt denken): 

a. Ls giebt keine elliptische Function, welche nirgends Null 

oder unendlich wird. 

b. Es giebt keine Transcendente dieser Art, welche inner- — 
halb eimes Periodenparallelogramms jeden Werth nur — 
eimmal annimmt (keine elliptische Function erster Ord-— 
nung). 4 

> c. Jede doppelt periodische Function nimmt innerhalb eines — 

_— Periodenparallelogramms jeden Werth gleich oft an. 

d. Wird die Function innerhalb eines Periodenparallelo-— 
gramms in den Pumkten ,, 0, ... %, wnd By; By, +.» Bn 
resp. Null und unendlich (oder paid sie Iwer irgend 
zwei andere bestimmte Werthe an), so ist 


C1.) ety $e Oty Eos +E Om = B, + By e+ + Bn+-hym + kgm, 


wenn m und n die Perioden, kh, und k, ganze Zahlen 


5 bezeichnen. 

: 4. Diese Ubertragungen werden einleuchtender werden, 

4 wenn wir etwas eingehender auseinandersetzen, wie die der 
Periode y= pa entsprechende Gebietseintheilung durch die 

a Substitutionen p = ¢"", «= e"™ in die zx y=a+ 1 und 


y=«-+7 gehorige transformirt wird; der allgemeine Fall, 
geht nattirlich direct aus diesem “speciellaren hervor. Die 
Pareellirung fiir y = px konnte durch unendliche viele Kreise 
mit dem Mittelpunkt 0 und den Radien r|p|" gebildet 
werden, wobei r beliebig ist, und es handelt sich darum, 
diese Kreise umgeformt eis wenn man yon den & zu « 
w tibergeht. Setzen wir 7 = : + 4t, w= u-+ vi, so fr 

es sich, welche onghing., CE wu und v besteht, we in 


@) bta= eens 
» Wir haben.;;» aavisindns witha 

3 ie Hi —— poe ete aia os 

~>, also pean we ke wpe Hip : 
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Fiigen wir diese Ausdriicke in (2.) ein, so folgt 
e— (cos* 2au + sin? 2aru) = e*? = r?| [2 


oder 
1 
v= — zz log [r* |p") 
oder 
1 n r 
(4.) p= — -— log r —,— log |p|, 


wobei fiir die Logarithmen immer der reelle Werth zu 
nehmen ist. 
Setzen wir hierin noch p =, so geht (4.) tiber in 


v= — 52 logr — =~ log |e*| 
oder, da fiir r—¢-+ ¢% 
| emt | Le Roney e2nit | = emt’ 
ist, in 
(5.) = — x log r + n¥’. 


Die Kreise transformiren sich also in Gerade oder in Theile 
yon Geraden, die mit der Abscissenaxe parallel laufen und 
den senkrechten Abstand ¢, d. h. in der Richtung von x= 0 
nach a =t-+ fi gemessen den Abstand |t| haben. Be- 
achten wir weiter, dass nach (3.) zu jedem Punkte x= & + 7 
unendlich viele « gehdren, derart dass ausser einem ent- 
sprechenden w auch w+ i entspricht, so erkennen wir, dass 
sich die Kreise nur als ein Zheil jener Geraden transfor- 
miren, der die Linge 1 hat, aber dies wegen jener unend- 
lichen Vieldeutigkeit unendlich oft. In Folge dessen bilden 
sich die Kreisringe des einen Systems unendlich oft auf 
einem Parallelstreifen des zweiten ab, so dass der Ubergang 
yon dem Ringsystem zu dem der Periodicitatsparallelogramme 
(bei dem allerdings das eine Parallelensystem hiernach nicht 
aus Geraden zu bestehen braucht und tiberhaupt noch 
mannichfach willkiirlich ist) klar wird. Die weitere Aus- 
fiihrung dieser Betrachtungen, sowie die Identificirung der 
obigen Siitze mit den entsprechenden tiber die multiplica- 
torisch periodischen Functionen kénnen wir nunmehr dem | 
Leser tiberlassen. 7 


ete te be 
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§ 68. 
Die Thetafunctionen. © 


1. Um die elliptischen Functionen wirklich herzustellen, 3 
brauchen wir jetzt lediglich die Entwicklungen des sechsten 
Abschnitts zu transformiren. Wir setzen*) 


(1.) O(t, w) = 9 (0, em), 

(2.) Balt, W) = Halo", e*™). 

Damit die Bedingung |p| < 1 erfiillt ist, wird 
bens eee ale sc oa. Leo emit = = je | < 1, 


d. h. ¢ positiv sein miissen. Bei> allen folgenden Entwick- 
lungen wird daher vorausgesetet werden, dass der rein imaginare 
Theil von t, dividirt durch i, wesentlich positiv ist. Die Mehr-— 
deutigkeit in Bezug auf p, welche bei 11(p, %) und 72 (p, x) 


auftritt, kann bei den Thetafunctionen vermieden werden, 
Mit 


wenn pt = ¢*4 gesetzt wird. : 

2. Wir haben, wenn wir p der Kiirze wegen beibehalten, — 

(yy) O(z, w) ==") + ple + + emi) + Ae + oo = 
+. p Bk) + Grey +. 

==] pt ee COs Atl oy ae pe Pe Ona 


=1-+ 2 Dh cos NW 


und ebenso 


(4.) Oo (c, w) = O(r, 2 + P= +2 Srp omtnn 


“an mule Nd al etic 


6) Being) eet eas pen ete 
p (2n-+1)? 
= oS (—1)"p 4 sin(Qn-+ 1)xw, 


(6.) (x, w) =e" (w+ a) o(s, Su Heys 
(anti) 


 — ae - cos os .. ke 
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3. Die Functionalgleichungen dieser Functionen sind 


O(c,w+t+2r) = eM 9(r, w), 
. O(t,w +4) = — ee12) (x, w), 
8) 9,(r, 0 + 2) = — emt, (7, w), 
9 | a, (cw 22) = eH) 9 (cr, w), 
3 3 : Os CA Ww + 2r) = e—7i(z+-2w) Os (x, w), 
_ ferner 
* a(rw+2) = A(t, w), ; 
a 9(,w+1)= %(¢, 0), 
) a, (t, w+ 1) = (x, w); 
a . 8,(t, w + 1) = — 4,(7, w), 
a Ow +1) = (6,0) 
me Ga(t,wt+2)—= Ga(t, w). 
Weiter ist 
= 9) a(t, 0) <i n(p, 1) i's 
5 Da(t, 0) = na(p, 1) = Ha, ; 
und wir schreiben in der Folge der Gleichmassigkeit wegen ; “3 
ous statt 1, 0. statt yz. So ist — ye 


; ae re 
w= 2h+ s, 
w= 2h — +, 
w= 2k +t, 
Beet aa ee 


oe 


t ag Dac ucten 
7 eee acore 
. oie gee 
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(12.) (x, w) 
ea) ee) 
= ‘| @! Be p?”) ['] d + OTC A Bed al +- age - 


=PIc — p”) [- of (1 +. Demi(2n--1)t COs 1 Ww ++ oa 


oder, da: 
1 + Qeri2nt0e cog mw + e2rien-tiye 


=< eMi(2n-1)¢ fer@ntiye, + Ee MAn+)e -- 2 cos mw] 
= Qer@r+e [cos a(2n + 1)r + cos rw] 


= Aei@nt)z egg g @ “fe ou + 1)t AS pers BE + ie : 


ist, 
ee. O(z, w) 


[fo cy PT: erin) cog gg CLUE = te Ue se Cn ; 


-[Ia Pa Gea 


© Acos x wt Ont De 4, a as Obi oe ae = am a 
3 nine —terkory a 
; Ml ens, ae 
wee + (Qn + 1)c Rear ea (2n + 1)t 


2 2 


cos? 


a(2n+1)r . 
2 


w+ (2m -+ tt 
ae 
Cos 7 lash 2 DE 


COs @ 


worin v = 00, ebenso wie sogleich w= co zu nehmen i 


- Benutzt man die eae a re fiir cos « (§ 42, Ge 


so oe man endlich = : 
my _w be: Qn a3 1)r 
has Ay We a Cee, 
Qn 
“ 


4) of “9 TL tl 


—p—l a 1 a - 
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ty tu * 
a ° PT a 1+ Qn + ne) 


Dieses Doppelproduct, dessen Convergenz unmittelbar aus 
der Entwicklung hervorgeht, ist derart auszufiihren, dass 
zuerst nach m, dann nach » multiplicirt wird; dasselbe an- 
dert seinen Werth bei Anderung der Anordnung der Factoren, 
ins Besondere auch bei Vertauschung von m und n, wie wir 
bei spaiterer Gelegenheit auszufiihren haben werden. 

Die Entwicklungen fiir die vier anderen Thetafunctionen 
sind die folgenden: 


(15.) 9 (x, w) 
ios} (ee) 
a [| (1—p) [I (1 — erintityep2atw) (4 — eri(nsye—niw) 
1 0 


cle ies) 

4 [| (1 — p?”) [Ta — 2 eril2n)t egg A rw + eiGn+1)e) 
i 0 

2w + (2n-+ 1)t 


-+¥ sinz 


2 
= n 
LE sin z genes 
apt seh i 
Soil] of (Lerccaae)? 
LT LI 


(16.)  , (7, w) 
e2) ies) 

BLS pt [-] (1 —p?) sin x w [| i— eitine+ Sniw) (1 — @2aine—2niw) 
1 1 


ioe) p ie2) 
= 2pt l f (1— p”) sin ww | of (1 — 2€"*cos2aw + eMin) 
1° 1 


is 


, sin (w + nt) 
= 0) 0,0,sInrw Jf —.—__— 
—v 


sinznt 
be be ' 

n errno as 

ots 99,0, ] »f LTC ar sad), 


wobei die Combination m =n = 0 auszuschliessen ist; 


(17.) 8,(2, w) = 2 ppfa — p*") cosxw 
1 


[eo] 
" [| (1 + aper tame) (1 +- ge rants) 
1 


un 
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b es . ; 
= 2 pt i t (1 — p*") cosxw [| (1 + 2e?7"* cos 2aw + e4vint) 
i 


~ 9, [pret 
me I 

— LTP]  ~xizne) 

(18.) 4 a(% Ww) 


—— : | (1 -roh{o + emi(an+- a als) (1 -f ga 


= —_ am Ja 1 + 2D eil2n-+1)t egg Qarw e27i(2n-+-1)t 
D 


ice OR 
— of] sete ye cosa (n+ 4)r 
Se SH! 


a) |e ( a es) 
LT ETO -as3fera 
§ 69. 
Weitere Relationen bei den Thetafunctionen. 


1. Aus den Multiplicationstheoremen der 7-Functionen 
werden Additionstheoreme der Thetafunctionen. Wir haben 
(1.) &(27,u +) #(2t,u—v) = 2 “) oe, in bd = ue ed OS a 

. | By Ga Wenn a 

Die Theoreme von § 54 lassen sich. sofort fiir diel 
Thetafunctionen interpretiren, wenn man 


[a By 0] = Bq Oe y(t, + v) 95(t,u — v) 

(a By 0) = Ba (z, wu) &e (, U) Oy ( v) oy (x, a 

setzt. i? 
2. Die Transformationsformeln von § BL. Jehren uns 


O(nt,nw) und 9 (et pata § w) durch Beas mit ( 


ariel t suede: es s ist cp ate, Goel 


oe 
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und fiir ungerade n 
2n An 6n 
(4. a(nt,nw _ 4—9") 1 — pp) A—»p yee 
) ( ? ) [(4 a p”) dd — p*) @l a p®) ee. Sie 


Ot, w)9(, w+ 2) o(e,w aa “) (5, w+ ey 


n 


Weiter haben wir unter Beriicksichtigung, dass die 
1 
m Werthe yon p”, die alle in den Transformationsformeln 
mi(t-+2m) 
mulassig sind, sich durch e ” (m ganzzahlig) darstellen, 


t 2 


©) Ba) apes al teeta) 


ae OF 
. tT tT : 
worin auch ey durch = -+ 1 ersetzt werden darf, und fiir un- 


a mi(t-+-2m) 
gerade n, wenn p” =e ” genommen wird, 


Bee w) zy (:_y) eee (, a3 2. 


6. = 
Se fa —2) A —p)a— 2): 
7 (n — oe ee) @ (1,0 — ea oy mre 


yet 4 tM) ofp SVE Tw), 


” 


Die Transformationsformeln fiir die iibrigen Thetafunc- 
tionen gehen so unmittelbar aus den Formeln von § 55 
hervor, dass eine Zusammenstellung derselben tiberfliissig 
erscheint. 

§ 70. 
Die elliptischen Functionen. 

1. Wir kénnten nun aus S(p, x), C(p,x) und D(p, x) 
dadurch, dass wir wieder p =e, =e” setzen, Functionen 
mit den Perioden y=a-+2 und y=a-+1, resp. y=@%-+ 2t 
herleiten; jedoch zieht man es vor, an Stelle dieser Perioden 

270i 2! , 
andere einzufiihren. Wir setzen pe ® , also t =*s, 
2rtiw 2Q7tiw 
und a =e ® , sodass die Function S = sea) die Perioden 


~ Q und Q’ erhilt. ct und damit p nehmen wir als ge- 


hele 
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gebene Gréssen an, wihrend wir fiir & noch eine zweck- 

miissige Wahl treffen kénnen. Da S(p, 1) =0 ist, so wird 
2rtiw 

s(p, Ore ) fiir w—O verschwinden; es wird sich zeigen, — 

dass es namentlich fiir die Differentiation bequem ist, wenn — 

wir 52 so festsetzen, dass 


(car) 
[sl e®)) fay ich 
v7) w=0 

wird. Wir konnen hierfiir aber setzen 
(Sam) 

{es Nz | % \P, @ a 

9 i Ne ( “) 

Wo \P, € = 8 


Amiw ; 
_m ip*la — p) a —p) a—p-- J feral 
w=0 


Ss RRO Sey w 
Antiw . 1 Aniw 
113.2 Ns i é z| _ ie eo eid 
Bs w w=0 2 w ~ _Jw=0 
292 2 
oder —2" — I, 


so dass wir in Zukunft immer ; it 
as Q = 2n8,7 


oder - 

é Oo et 
Over Sis: tre an Sines eae 
annehmen. Ubrigens kommen wir in § 81 auf diesen Gegen- 


stand zuriick. 
2. Wir setzen nun mit Jacobi 


pe bye 7) i 
(3.) She ee 2 ee Tarn aa 


‘ 27i2' 2Qniw 
(4.) of oe 
27122’ = Atiw “ 
(5.) ; per. ers Hie 


e # Pe seerrtan 
wofiir wir ndthigenfalls genauer sin am (t,w) us. Ww. schreibe en 
wihrend wir r die Bezeichnung des Soe t unt driicke 
reh | Und 
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Sinus Amplitude, Cosinus Amplitude, Delta Amplitude. Der 
Grund dieser etwas umstindlichen Bezeichnung, die Guder- 
mann durch die kiirzere sn w, cn w, dn w ersetzte, geht aus 
der Theorie der elliptischen Intergrale hervor. 

3. Nach §§ 56 und 57 oder direct haben wir die 


\ 


Gleichungen : 
sin am (w -+ 2) =sinam w, sinam (w + 2’) = sinam w, 
cosam (w-+- 2) = cosam w, cos am (w+ 2’) = — cosam w, 
4 am (w+ 2) = Jam wv, Jam (w+ 2%) = — 4am, 


(6.) 4 sin am (2—w) =sinam w, 
cos am (— w) = cos am (42+ 2 +10) = cos am w, 
Aam(—w) = 4am(w+%) = 4amw, 


‘(sinam 0 = 0, cosam0=—1, Zam0—1, 


: 2 2 Q 

sinam = — 0, G05 am dl a 

sin am 2 — 0, cos am 2’ = — 1, dam 2 = — 1, 

5 2 2 2 

(1) sinam > = 1, cosam >= 0, Jam 7 = %, 

‘ Q 2’ of) ( 

sin am -> = 00, cos am — = 00, 4 am > = 00, 

; 2 se 1 (2 | yaaa 

sin am ( + © eae Fee CORAL (eo ag 

Q =) 

4am (2 4% = 0, 


Auch die iibrigen Formeln von § 57 sind leicht um- 
zusetzen, wenn man beachtet, dass einer Multiplication von 
x mit? oder p eine Addition von - , resp. = zu w entspricht. 

4, Die Additionstheoreme, die aus den Multiplications- 
theoremen fiir S(p,x) u.s. w. hervorgehen, lauten ins Be- 


sondere: 


Y (8.) sin am (wu + v) 


- 


; 


__ sin am wu cos am v damv-+ sinamv cosamu Jam u 
= 1 — x* sin? am wu sin* am v 
u. 8. W. 
5. Der Potenzirung von S(p,#) u. s. w. entspricht die- 
Multiplication der elliptischen Functionen, wahrend an Stelle 
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der Radieirung die Division tritt; es handelt sich bei diesen 
Problemen Lanier darum, sinam”w durch sin am 2, andrer- 


seits sin am — ~ durch sin am w auszudriicken. 


6. Der Betis Verlauf von sin am (t, w) fie reelle p, 
d. h. reim amagindre t, ist ohne Schwierigkeit aus § 60,5 zu 
entnehmen. £2 wird alsdann reell, 9’ rein imaginiir; bei 
sin am (rt, w) = S(p, x) entsprechen reelle w solchen a, deren 
absoluter Betrag die Hinheit ist, wihrend ftir rein imaginiire 


w die Grosse « reell wird u. s. w. Wir kénnen hiernach — 


das folgende Hauptresultat aussprechen: sin am (tr, w) wird 
fiir rein imagindre « reell, wenn w auf der Abscissenaxe oder 


einer zu thr im Abstande = | 2’| gezogenen Parallelen, oder 


| 


andrerseits auf emer Parallelen zur Ordinatenaxe liegt, welche 


: 2 k2 
von dieser den Abstand —- +-~,- hat; es wird rein imaginir 


fiir alle w, welche auf der Oritoibenie oder emer Parallelen 
zu thy mit dem Abstande uae liegen; im Ubrigen ist sin am (z,) 
complex. 
8 71. 
Die Differentiation der elliptischen Functionen. 
1. Mit Hiilfe der Additionstheoreme ist es ein Leichtes, 


die Differentialquotienten der drei oupuschen Functionen zu 


finden. Es ist 
sin am (w + dw) 


sin am w cos am dw 4d am dw + cos am w 4am w sin am dw, 


1— x’ sin? amw sin?amdw . ’ 

bedenkt man nun, dass nach § 70, 1 
snamdw _ 1 f \ 

Gb Sit at? 


somit™) 
cos am dw =Y1 — sin? am dw = 1 — $ sin? am dw —--- 


a J ae 


2 


*) Die Richtigkeit der Wahl des Vorzeichens bei den Quadrat- 
wurzeln ergiebt sich aus den Relationen cos am0=1, dam0O=1 
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und ebenso 


Hie 
Aam dw=1—*S% _... 
; ist, so folgt durch Benutzung der Entwicklung 


2 1 
1 — x’ sin? am w sin? am dw 


=1+'sin?amw sin?’ amdw -+ -- 

—dsin am w sin am (w + dw) — sin am w 

ep aw ; dw 
sinamwcosamdw damdw- cosamw 4am w sinamdw -+--- —sinamw 

dw 


dw 


d sin am w 


= cosam w Jam w 
dw 


=e dw 

- worin das Zeichen der vorigen Formel entsprechend bestimmt 
_ werden muss. 

__-‘Setzen wir bei analoger Beziehung wie in § 58 


. (2). ee es (1 — sin? am w) (1 — x? sin? am w), 


“= sinamy oder y = arg sin am @, — 


— x2") 


7 -VG—a)G 


eps oe : ~, 
daz tapi Mae 


Li eee 

———— = — sinamw Jamw, 
dw . 

A) 


— dAaamw _ 

. dw 
‘Fur spiitere Untersuchungen ist es von Wichtigkeit, 
hdheren Differentialquotienten von sin am w und 
1. ae zu kennen. ee ist m ah " 


. 


— xz" sin am w cos am w. 
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oder, wenn man Alles durch sin am w ausdriickt: 


(6.) ee =—(1+#)snamw+ 2 sin’ amw | 
und weiter 
(a3) ee =[—(1+?)+ 6? sin’?am w] cosamw Jamw. — 

Es ist nicht schwer, schon jetzt ein Urtheil iiber die 
Bildung der héheren Differentialquotienten zu gewinnen. Die 
2un" Differentialquotienten sind wngerade ganze Functionen 
von sin am w und steigen darin bis zur (2n + 1) Potenz; 
die (2m + 1)" Differentialquotienten dagegen sind gerade Func- 
tionen derselben Grésse, die bis zum (2 — 1)*" Grade an- 
steigen und noch mit cos am w 4 am w multiplicirt sind. 
Die Richtigkeit dieser Behauptung beweisen wir durch den 
Schluss von » auf ~+ 1, bei welcher Gelegenheit wir zu- 
gleich Recursionsformeln fiir die Coefficienten dieser Aus- 
driicke finden. Ist 


@” sin am w ; . 
(8. <A * = A, sin am w + A, sin’ am w 


dw” eh 
+ A,@) sin? am w—-+ +--+ AG sin?’+t am w, 
so folet 
pent = < ; 
(9.) Seas = [4,0 + 3.A,@” sin? am w 
Ww 
5 A,@”) sint am w + --: Qn + 1) AG” sin? am w 
5 ant 
-cosamw 4am w 
und weiter 
ant gi ep ee 
Se = —— = [3 -2 A,@” sinam w-+ 5-4 A,” sin’ am w + --- 
Ww 
+ (2n+ 1)-2n Aon, sin?"+4 am w| cos? am w 4? am w 


+-[ 4,0 + 3.4, sin? am w + 54,0” sint am w + ++: 
+ (2n + 1). AS”, sin?” am 2| 
-[— (A + 2) sin am w + 22? sin? am w] 
oder 


. 2n+2 .- 
(10.) eieee ce. = [3-2.4,0 — (1 + 2).4,29] sin am w 


+ 5-44.00) — 3.311 + x2)A,@”) 4+ 2-1x24,2") sin? am w 


* 


durch 
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+ (7-64, —5-5 (1 + x?) A, +. 4-32? A,2”)] sin? am w 
e+ [(2h + 1) 2h AS, — (2h — 1)? (1 + 22) AS”, 
+ (2k — 2) (2k — 3) Any | sin?*—! am w 
stig 
+ On +1)Qn+ 2) AS sin?" am w. - 

Gilt also das vorhin ausgesprochene Gesetz fiir den (27)*" 
Differentialquotienten, so gilt es auch fiir den (2 + 1)% 
und (2m + 2)*"; da es nun fiir den zweiten richtig ist, so 
wird es auch fiir alle folgenden gelten. 

Die Recursionsformeln fiir die Bildung der Coefficienten 


 lauten: 
8 1) Ay = (2h + 1A 
(2) Am?) (2h + 1)2hA Pa iaear C1 ah OA Reset ap bel 
+ (2h — 2) (2h — 8) #2 AS” 


3. Mit Hiilfe dieser Entwicklungen ist es umgekehrt 
leicht, die Gréssen 


sin’ am w, sin? am w, sin’'am wu. s. w. 


d? sn am w_ d* sin am w 
dw? ? dw* 


auszudriicken. Man berechnet der Reihe nach 


sin am w, u. S. W. 


( 2 gi , 
1- 2x? sin® am w = “2 2" + (+ 2) sin am w, 


1-2.3.4x¢sin®am w= 22" + 10(1 + 4%) Samu 


+ 3(3 + 2x? + 32‘) sin am w, 


(13.) 1-2-3-4-5-6x°sin™ (ee 8 RR Ne 


dw® 
+ 35(1+ 
+ 7(87 + 38x + 37x") 
+ 45 (5 + 32? + 3x‘ + 5x°) sin am w 


u. S. W. 


9) 4* sin am w 
y tin 

d? sin am w 
dw 


Kine Recursionsformel fiir die Bildung der Coefficienten 
21* 
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dieser Reihe lasst sich mittelst der leicht zu verificirenden 
Formel 


(14.) CO ee n(n—1) sin” am w—n? (1+?) sin™am w 


+ (n + 1)2x? sin"? am w 
gewinnen. Setzt man niimlich*) 


d?” sin am w ai B, anja 2sinamw 


Gib.) (2 0) ! 42 gin2+1 am w= se, = w 


dw" 
2n—: 
+ Bert) eG enw, ae Baw sin am w, 
WwW 


so geht durch doppelte Differentiation dieses Ausdrucks mit 
Hiilfe von (14.) die Relation 


(16) BEY = BEF 4 (Qn — 12 (1 +) BoD 


2m 2m 
— (2n — 2)" (2n — 1) (Qn — 8) Bee 
hervor. 

Bemerkt mége noch werden, dass fiir gerade Potenzen 
von sinamw ahnliche Entwicklungen nach geraden Differential- 
quotienten von sin? am w méglich sind; auch fiir die negativen 
Potenzen von sin am w gelten ahnliche Formeln. (Ausfiihr- 
licheres tiber diesen Gegenstand siehe: Jacobi, Fundamenta 
nova, Gesammelte Werke Bad. I, p. 170 ff.) 

4, Da 

dsin” am w 
dw. 
ist, so ergeben sich aus den Gleichungen (13.) folgende 
Relationen: 


=n sin*—! am w cosamw 4am w 


d sin am w 
cosamw dam w=—-——,__, 


dw 
2 ad sin am w 
1-2-3x* sin? am w cosamw Jamw = 7 


d sin am w 


+(1+% ) ae 


“(17.) 
by 
‘Sa 1-2-3.4- 5x sin amw cos amw 4am w — © sinamw 


4+ 10(1 + x) Peiname 4 9(3 4 ont 4 3x) Sonam 


u. S. W. 


s { 
*) Wie gebriiuchlich, setzen wir 1-2-3--+m =m! (spr. ,,m Facultdt'), 
{ 
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5. Die Differentiation der multiplicatorisch periodischen 
Functionen fiihrt zu keinem so glatten Resultate, wie dies 
bei den doppelt additiv periodischen der Fall war. Aus 

2riw 
sin am w= S(p, a), 7 =e ® 


folgt : 
27tiw 
dsnamw  dS(p,x) dx _ dS(p, x) 2n% 7 __ 2mtw oy 
a. 0C~C~<“‘ SC Tas spe Way okD S'(p, «), 
also 
(18.) S’(p, 2) = sz S(p, x) D(p, 2), 
und ebenso 
(19.) C'(p, £) = — — S(p, 2) D(p, @), 
(20.) D'(p, 2) = _ — S(p,#) O(p, 2). 


Setzen wir S(p,x”) = y, so folgt die Differentialgleichung 


d Ko) : : 
pa et ae 


21x 


oder 
2 d 
(21.) aie dy — VI —¥) i —#y¥). 
6. Fiir die Thetafunetionen gelten mannichfache Differen- 


tialrelationen, von denen wir einige herleiten wollen. 


Aus § 68, (3.) folgt*) 


v2) 
; bs 
296.9) _ 9 (x, 4) = — 20 >} np” sinnau, 
1 
a(t, w) S 
0 (0W _ 9" (c, 0) = — 2a? DF npr” cos naw 


1 
und andererseits, da p = ¢”” ist, 
i,2) 
a = ni >} np cosnxw; 
aus den beiden letzten Gleichungen folgt die wichtige Relation 
0? H(z, w) . OF (t, w), 
G2) i. ae Ot, 


*) Dass hier eine gliedweise Differentiation statthaft ist, ergiebt 
sich schon daraus, dass die Reihe fiir @(z, w) in eine Potenzrethe ver- 
wandelt werden kann. 
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In gleicher Weise ergiebt sich fiir a — 0,1, 2,3 

2 r OF, (t, w 

(23.) Ka aa = 421 — ath ). 


7. Aus der Gleichung 
9, (c, w) = 2p" (1 —p') (1 — pL — p)--- 


- sin ww [| (1 — pemetaiv) (1 — ppt Bri) 
1 
folet 
a = EE - 2 wack Spee) ea Oe) 
er: dw eon dw = aay frac 


a3 ie (t, = 7 
WwW w=0 
oder, da ee 4 = 1 ist, | 3 


x 


, ; oy ey P 
ssa eee ae xp*{(t me p)a—p) a - PP 
oder nach § 53, (11.) 


& (24.) O, = 19,9, 9. 

a 8. Aus der Gleichung | 
be [0000] = (0000) — (1111) 

" oder | 


BD (t, w + v) y(t, w — 2) 

= By'(t, w) By°(t, v) — 8,°(c, w)O,7(Z, v) 
folgt durch Entwicklung von 6,(t, w + v), (ct, w— 0), 
,°(c, v) und &,?(c, v) nach Peteucna von v mit Hiilfe deg 

Taylor’schen Satzes*) ° 
O°[9,(c, w) + 9, (x, w)v + 44," (x, ayeee ao 
[By (c, w) ia 0 (f w)v + $89"(t, w)o? = ++] 

= 92(¢, w) [859 + By"? fd 
— — 87(c, w) [8,207 + +: eo = 


*) Man beachte hierbei, dass fe os 0, 2, 3 


und dass andererseits 
me, Oe Foe, 


ADU ULU IY: 
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und hieraus durch Ausmultipliciren und Vergleichen der 
Coefficienten von v” 


~ (25,) 8,2[8,(c, 0) 9)" (x, w) — 92x, w)] 


. = 99) 3,7(t, w) — 9,79/7(e, w) 

. oder, wie leicht nachzurechnen, = 

y d? log 3, (t, w) Oy’ B72 3,7 (c, w) 
ee ecw. 

= In gleicher Weise ergeben sich aus den Gleichungen 
B | [0011] = (1100) — (0011), 


[0022] = (2200) — (3311), 

a [0033] = (3300) — (2211) 
die Relationen 

@logd,(t,w) 9," &,'? 82 (x, w) 


26) dw? ety a Oe air, w)? 

@logd,(t,w) 9,” B,7 35°(c, w) 

et) dw* ae Be >? B,7(c,w)? 

; d* log @, (t, w) os So araa es w) 

Be ee ME ae. 

/ —-9. Es ist . | 

a eS a) 8, (x, 0) —— Da ye ee 0) 
da ae == 2 0,(0,0)2— 3, °(c, 0) <= 


y ee nach (23.)*) 

du __ %, (0,9, — 0,8”), 

am die et Ke 
Dacia man aber in (27.) und (28.) w= 0 und subtrahirt die 
— aweite. ‘Gleichung yon der ersten, so folot 

Be eee” ae 2/9(2 2 o;") 


. er. 


ay 0,” 
9485" a Rats “; ae 
Bose mit Hiilfe von (24.) 
r a 9,0)" — 9,9,’ = — m9,°8, “(gs ie at 


ir - schreiben durchgehends 
= Ea, (0, w) 9% = 
aS w 
aut s “) 
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Hiernach wird 


8? a? ( = 
Los toe es S Oo | ee Ree 
dx at, (Fs a 2 rae me 8 ae me 
dt 22 a 2 
oder nach § 70, (2.) u. s. w. 
an 7Q7x(1 — x”) 4Q7 44,7 
(29.) at oe 8x Pe; Sut 


10. Wir sind nunmehr in den Stand gesetzt, eine sehr 
merkwiirdige Differentialgleichung ftir die Gréssen 2 und 2 
herzustellen. Hs ist 


(30.) as ar Meee 1 == And, oe = — IPH 
also 
(31,) ile = ok a ae Satan —_ 4V 228," 

% t dn Qt, QFu( — x3) 


Differentiiren wir (31.) nochmals nach x, so erhalten wir 
d? Q ao 


Gaati he wily og. eae = 2) SB Bare ee. 3x9 | 


R321 — 4)? 


= — 42x 


27x (1 — x2) en 2 ,/ |- EE Ord = 3x | 


2342 (1 aa #2)? 


Um diese Gleichung zu vereinfachen, beschiiftigen wir 
uns mit dem Ausdrucke 


da,” da,” dt | 
bi Feeder ae 
es ist 
Ne pis HG a ’ ke (c, a 
da,” dw* dt 
dt aa dw? 
{ w=0 w=0 
a? Fe O,” (t, «| bas 
ae dw? remy Pri 
w= 


ee 
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Aus (28.) folgt aber 


nf &,/?(c, w) O,? 4,7 (zr, w) Bie 
6 ee ———— a F 
Ws (t, @) = rte)  G,) aae wy a, 23 \% #) 


und durch Differentiation nach w 
2, (c, w)O,’ (, w)F,” (x, w) — 9, 8(z, , Ww) 


a,” (x, w) = a We w) 
__ 8,2 28, (x, w) O(c, w)B,’ (x, w) — 8, 2(x, w) 9,’ (x, w) 
a? @,7(z, w) 


=3 2 Os (t, w). 
Differentiiren wir nochmals nach w und setzen w —= 0 
(wobei sich die Rechnung leicht bedeutend abktirzen lisst), 


so erhalten wir 
9 a 295"? _ 1? 9, (29,9," — 9, 4”) ‘ 38", 
3 a, a? a,? a, 
oder, da nach (28.) (wenn w= 0. gesetzt wird) 


a," = a,” as a,” a,? 
a, O, a,” a,” 


ist, 
83,2 8,2 29, (0, 9,” — 8, %,”) 
BA: S. wr zs She: Mh pene Oe 1 = 2 3° 2 Be 
( ) 3 a, a? Oo,” 


30," a 25, °8,"4 ee ae) 
ay a; O°; ,? a,” 


re ae 2 a? 
=) + Qt. Ai ee > a #7) 


30," 4 8 
M4 a0) 
3209," Q 
ae ee" syan Mo My 
und somit 
(34) do,” 62x08"? tn 
dx Qh nn? 4Y2% 


Setzen wir diesen Werth in (32.) ein, so erhalten wir 


< C2 $2 4V 2x (1 — 3x*)O,” 
(35.) Ah oot =s as =i Peel a 42) 
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und schliesslich durch Elimination von #,;” aus (35.) und 
(31.) die Differentialgleichung 


(36.) u(t — #8) £2 4 (1 — 304) = xo. 
11. Da 2=> = ist, so haben wir 


d 2 t dQ 2 dt t dQ An 
Ge, 12 pete 2 dx 2 du i Goya 


und weiter 


d Q 
b | 2 Q 
PQ t d?Q 1 dQ. 82 en he Bear leer) 


det Oda | Oda O'wnk a 3 eee 
_ t OQ An — $x) 
Seo dar > Ae | 
also | 
a2 2 dQ’ 7 
ah) ae A oe Na | 
aisghy ayy tO aga ae ae : 
= «(1 — x’) Sek Css or Tn | 
oder nach (86.) | 
PL’ dX 5 
(37.) “(1 — x?) Fa + (1 — 3x?) aa 4 2’, 


Die Grissen 2 und 2! geniigen daher, als Functionen von 
x betrachtet, derselben linearen Differentialgleichung zweiter Ord- 
nung, d. h. einer Differentialgleichung, welche die abhiingige 
Variable und deren Differentialquotienten nur in der ersten 
Potenz enthalt. 


§ 72. 

Partialbruchreihen und trigonometrische Reihen. 

1. Die Partialbruchentwicklungen fiir S(p,), C(p, 2), 
D(p,2) u. s. w. fiihren zu entsprechenden Reihen fiir sin am w, 
cos am w, 4amw, aus denen sich leicht Doppelreihen her- — 
leiten lassen; die letzteren miissen neben den unendlichen , 
Doppelproducten als die charakteristischste Entwicklung fiir | 
die elliptischen Functionen gelten. Wir erhalten aus den 
Formeln von § 60 unter Benutzung von § 43, (6.) und (7.) 

ie) 2n+1 Qn+-4 
(1.) sina vianigtt anit ap aa er 
hoot! 0 1—2p fee 4 pitt? 
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2n-[-1 A 
2 
a ze at 2n-b1 
2 
“ie Ss a a > i . dn 
2 2n-+-1 =a 
ey + er 
P — 
Lt 
ie.) ues 
ee a Sate 1 cos (2m + 1) 5 
may” Q 4nw 


0 cos (2n + 1)xt — cos 


ree) 1 T 
is2) —— a 
4 sin —5— cos (2n + 1) F 
Os 4 

2 “0 cos (2n + 1)at — cos — 


OH sin a + (an +1) =) sin ear — (2n-+1) a) 


eet! 2 1 is 1 
ae a? So CAT UT . (2nw 1 T 
+y 
4 1 


a? . (20W T 
“1 sin ( 2 — (2n-+1) 4 


pe tke 
my rote bs ul (— 1 
AT a > > 2w 


1 — 2p?"+! cog ar aa gfott 


~ ; 
= 47 2nw > % 
i a,” ae Q 7 ; ( 1) 4Anw 


2 = ae es 
cos (2n + 1)zt — cos 2 
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+y 


Ce a laa Cet) . 
ig ilmehe aa — 2@n+1) =) 


--$c-v $e" 
2 


m 7 
=e eee Ge 
y— Q 5 


(aen1)" prt Se ptt 


: 2n-+1 
(3.) damw=1—,, sin?" ee 
> Bes pert aes He aeiy An-+2 
= 47 cotg pte 
‘ Ag ey: wo.  (-— 1)" cotg (2n + 1) 
ah =| — 9.2 sin 2 i i 
bi 4 0 cos (2n-+ 1)xt — cos E. 
; P - 
+y 

: vy 2 Du (— 1 
o =k a, see 2 Hh ate CA Ne 27 w UT 
% é 3 —y sin (2n eh 1) ce sin er (Gn 1) =) 
i + 


Fi (— Ip ootg (75 — (Qn +1) =) 


Vv 


Die Doppelreihen sind nur bedingt convergent und dinfen 
nicht umgeordnet werden; ihre Convergenz bei der gewihlten 
_ Anordnung geht aus der Entwicklung selbst hervor. 

2, Aus den Potenzreihen fiir S(p, x), C(p, #), De, @) wird — 


p : 2n--1 . oe 


sin en ar Ls ibe: 


a | Ea = 
6) cos amo — 9.5 ae ee on +05", ; 
0 vr 
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3. Auch fiir die Potenzen der Transcendenten sin am 20, 
sowie der tibrigen elliptischen Functionen lassen sich ahnliche 
Partialbruchreihen und trigonometrische Reihen entwickeln; 
man kann auch hier von den multiplicatorisch periodischen Tran- 
scendenten ausgehen und zuniichst eine Partialbruchzerlegung 
vornehmen; dieses Verfahren hat indessen das Missliche, dass 
alsdann complicirte Reihenentwicklungen nach p als Factoren 
der einzelnen Reihentheile auftreten, deren Umformung in 
einfachere Gestalt bis jetzt auf rein algebraischem Wege 
nicht gelungen ist. Die Rechnung lisst sich durch Benytzung 
der Differentiation wesentlich vereinfachen, weshalb wir auf 
diese Art die trigonometrischen Entwicklungen der ungeraden 
Potenzen von sinamw, resp. die Potenzentwicklungen fiir 
dieselben Potenzen von S(p, x) herstellen wollen; die iibrigen, 
unendlich mannichfachen thnlichen Entwicklungen kénnen 
wir tibergehen, da wir von ihnen keinen Gebrauch zu machen 
haben werden. 


Aus (4.) folgt, wenn man “beachtet, dass = eye 
a, — 495" ist, 
d* sin am w 
0 Ci Seer ae 


d we* 
(se 


|= aR > (2m + 1)" 2 so sin (Qn + 1)*5°- 


Benutzt man nun die Formeln § 71, (13.), so ergiebt sich 
mit Leichtigkeit 


sin? am w= 
a 
2 
i. 8 > (2n + Tp es) sin (2 + ee eke 
2n-4+1 


(8.) 


(es) 
22+) N 2 2 
cts eT : ae serge. 1) —— bas 


oe 
2 
sin°’am w= 6x89, ey CL oO onape rs pH sin(2”-+1) —,— = 
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baie 

5(1 x 1 ayn 220 

re EO Sent e Sen sin (2m + 1) “o.ae 


2Qn-+1 
@ 
Het tas BOSS) ed : 2Quw 
¥ 7 2H,” 0 1 Pee eR (2m 3% 1) QR ? 
ee 


sin’ am w= — ne Pea ie >! (2n at poe 1— pe 


3 5 sin (2 ve 1) =2* ‘Qrw 

(8.) ae s 
7(1 RT. ; 9 : 
ae a > Qn + 1) Poe sin(2n + 1) 752 


ay’ en, Ye 


; oan 
* 7(37 + 38x? + 87x4) , 
— > 180 x79, ° 3 (20 ++ LW dommes 1— pe 


- sin (2n ++ 1 ae 


2n-1 
stot ee tot Nee ope 200 
ee And,” Lope sin Qn Fis 1) 


u. S. W. 


4. Hieran schliessen sich folgende Formeln an, die sich a 
aus (4.) und § 71, eke) ergeben: fae ayers. 
2n-+1 


a 
cos am w 4am w= ast (2n Fy La para mi as ides 


- COS (2m “Pel ie ~ EE 


sin? am w cos am w a am w 


— = oi 
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sint am w cos am w Zam w 
2n-1 
20w 


2 
reo s ya Sion +- 1)° Say, cos (2% + Sear 


oa 


a oy > (2n + Ly ge ~ ee cos (2 + ieee a 


oe : 
3 2x” 3. 2 
+3 Deny” P peer cos(2m-+ 1) *5" 


u. S. W. 


§ 73. 
Potenzreihen. 
Entwickelt man in § 72, (4.), (5.) und (6.) die Gréssen 


sin (2n + 1) a cos (2n + 1) —- a cos anne nach Po- 


tenzen yon w und ordnet nach = eae so erhalt man 
Potenzreihen fiir smamw, cosamw und Aamw in der 
Umgebung von w= 0, die bis zum nichsten Unstetigkeits- 
punkte convergiren; allein die Coefficienten dieser Reihen 
stellen sich in complicirter Form dar und ihre Umformung 
bietet die gréssten Schwierigkeiten. Auch hier wird uns 
wieder die Differentiation in einfacher Weise zum Ziele 
fiihren; wir gelangen durch dieselbe. zu Reihen, die nicht als 
Functionen von p (neben w), sondern von x* erscheinen. 

Da die Entwickelbarkeit von sin am w u. s. w. in der 
Umgebung von w = 0 nach dem Obigen sicher ist, so sind 
wir zur Anwendung von § 21, (10.) berechtigt. Wir haben, 
weil sin am w eine ungerade Function ist, 


Pein aos d sin am w wae 1 da? sin am w a 
ee i dw w=0 ke dw* w=0 i 


1 d° sin am w 5 
cuctevesic ia awe Nays: 


und mit Hiilfe von § 71, (1.), (7.) us. w. 
(1.) BEE LOS oe i UE ee sc A 


1 1-2-8 1000-456 
1+ 136%? + 135x* + x8 
1-9. 9-4-6. 0 07 ils 
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Die symmetrische Gestalt der Coefficienten dieser Glei- 
chung lisst sich mit Hiilfe der spiter zu entwickelnden 
Transformationsformeln als nothwendig nachweisen. 

Kbenso erhalten wir durch wiederholte Differentiation 
von cosamw und 4 am w: 

(2.) cosam w= 1— —_ UT ae 


1-++ 44u?-+ 16x* 
Tii.07 Shee 


ie “7(4 + x?) 
(3.) A ith 10! a Li ag le haere Oe 


rat Sere 
ee eee = phic 


\ 


Die entsprechenden Entwicklungen fiir die Thetafunc- 
tionen nehmen einen complicirteren Charakter an; Herr 
Weierstrass hat in seiner ,,Theorie der Abel’schen Func- 
tionen“ Potenzreihen fiir gewisse Transcendenten hergeleitet, 
die mit den Thetafunctionen in engem Zusammenhang stehen; 
die Coefficienten dieser Reihen sind ganze Functionen von 
x", was bei denen fiir die Thetafunctionen selbst nicht der 
Fall ist. : 


§ 74. 
Die Umkehrungsprobleme. 


1. Mit Hiilfe der Resultate von § 72 kénnen wir an das 
Umkehrungsproblem der multiplicatorisch periodischen Fune- 
tionen herantreten, das wir bis jetzt aufgeschoben haben. 
Allerdings kann die folgende Liésung nicht als ein-Analogon 
zu der Lésung der Abel’schen Gleichungen bezeichnet wer- — 
den; doch wird sie wegen ihres vorwiegend algebraischen — 
Charakters nicht ohne Interesse sein. Hine andere Lésung, 
welche derjenigen der Abel’schen Gleichungen mehr entspricht, — 
hat der Verfasser an anderer Stelle gegeben, doch soll die- 
selbe ihres complicirteren Charakters halber hier nicht repro-— 
ducirt werden. 

2. Hs ist, wenn «@ eine n° Hinheitswurzel, n eine Prim- 
zahl bezeichnet, nach § 60, (4.) 


B37 


i . . . . . 
Bi accen wir ” ins Unendliche wachsen, so erhalten wir -wie 


“in § 22, 5: 


q SS __ Qin i 

; | Baie a) = i =r 

. 0 

i oder 

P(A; ge ee Ds aks ppocte 

- mT Sh eee), 

also nach dem Multiplicationstheoreme fiir S(p, x): 
ey pa Se 

f 2np* 

3 =! 1 S(p, #)O(p, a*) D(p, a) + C(p, 2) D(p, 2)S(p, a) 
7 eo a 1 — «°S?(p, a*) S*(p, «) ; 


 Gelingt es nun, die rechte Seite dieser Gldchaba: die eine 
_ Funetion von S(p, #) ist, in geschlossner Form darzustellen, 
_ so haben wir w durch S(p, x) ausgedriickt. Fiir Werthe von 
g a, welche der Kinheit hinlanglich nahe liegen, kénnen wir 
2 1 
AG, a*) S*(p, x) 
und zwar eee fiir beliebige k, da S(p, ls fiir kein k 
unendlich h wird; wir erhalten 


— ine? — 9) 32 1. O(p, et) D(p, a) - PD. ®) 


nach Potenzen von S? (p, x) entwickeln, 


a pate 


n—1 


ke (0 ot*) “e, ®)D ss ike Sp, x) 


nae (Py, aCe, ge A “). *(p, 7 


“et 
= 


er, + rat Faunetionen, 
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n—1 


+ ee +. S(p, a) - O(p, #) D(p, «) 


n—1 

+ 2 >} = 8°(p, a) - $*(p, a)C(p, 2) D(x, 2) 
0 
n—1 

+ a St = 8%(p, 8) - S*(p, 2) O(p, «) D(p, 2) 


0 


Die Ausfiihrung der vorkommenden Summen hat keine 
Schwierigkeit, wenn man wieder bedenkt, dass 


n—1 
i 1 7 7 
eh [tot et + ath + ayalt 
1 
Mees as 
+4 G+e]ea 
a a 


ist. Man braucht nur die Reihenentwicklungen von § 72, 
(8.) und (9.) in solche fiir S*(p, 2) u. s. w. umzusetzen und 
dann jeweilig den Coefficienten von # zu pee derselbe 


ist demjenigen von sin ihe, peace mit — 


zi resp. dem- 


= ? 


jenigen von cos aa, multiplicirt mit = gleich, da 


2mw 1 2m Ww 
ee Te C08 


1 
&— — = 2isin —o- 
xv 


zu setzen ist. Hiernach ist 


n—1 pe 
ppl ah 

n—l ; 2 4 
5 ESO =a f pe 


{a te So Veal A ceeteseg eee) pt 
SPO aie linea Pan |e 
0 


Wess Ws, 
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Anh fh 
1 2 
ars ; C(p, a*) D(p, at) = — Ns* ae 


n—1 

1 ere ¢ 

me ! or S*(p, a8) O(p, a) D(p, at) 
0 


= 
= ef gis + 


1—p’ 
n—1 
1 1 
et ae St(D, #8) CC, a) D(p, a*) 
0 
1 | 1 1+ x? Sasa pt 


307, '* i: 375° 1073" ho p 
u. 8. W., 


und somit nach geringen Umgestaltungen 
(4) »—+|S(p,2)+(—3 mrt't*)s *(p, 2) 
| ao Tae Tay rete eae rete ae 8) | 
$1 SP OPO) + (14 1t*) 2,2) 


s Lie 3+ 2x7 + 3% 
a (sai mie 12 75° aba ta) S*(p, @) +r | 


oder 


(5.) arg S(p,2) + |o+(— 24+ 1b) ee 


1 5(1 + x”) 3+ 2u?-+ 3x*\ . 
ce POSE + 8 Ja ++] 
, Va = ag — #°z°) i 


3” 
r 1 1+ x? a) ‘ 
Pees: 12 7,° a5 40 75” ax foes ‘ 


e Das Bildungsgesetz dieser Reihe ist complicirt und durch 
die Formeln (15.) und (16.) von § 71 bestimmt. Was die 
Conyergenz der Reihe anlangt, so ist dieselbe nach der Ent- 
wicklung fiir die Umgebung von w« = 0 evident; dieselbe er- 


streckt sich bis zu dem am niichsten gelegenen Verzweigungs- 


1 


- punkte «—-+ 1 und a =+ «,' Wegen der Gleichung 


22* 
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1 
8(, cag a = S(p, x) 
wird (5.) gleichzeitig auch eine Entwicklung fiir — =. dar- 


stellen, wobei nur der Quadratwurzel das umgekehrte Zeichen 
zu geben ist; die Bestimmung dieses Zeichens geht tibrigens 
aus (4.) hervor. 

3. Reihen fiir arg sin am # lassen sich mannichfache mit 
Hilfe von Differentiation aufstellen; am Hinfachsten gelangt 
man vielleicht zu der folgenden. Wir setzen, was wegen des 
analytischen Charakters von 


argsinama und Y(1 — a®)(1 — #2?) 
in der Umgebung von w = 0 jedenfalls méglich ist: 
(6.) argsiname=(a,2-+a,a°+-a,4° +++) VA—a®) 1 2") ; 


die ungeraden Potenzen lassen wir gleich weg, weil arg sin am” 
eine ungerade Function ist. Die Differentiation ergiebt 


: =(a,+34,2°+ 5a,x*+--)V(1—a*)(1—x?2*) 


Va=0) GF ems 
3 5 — of x 
BOUND A och a 


oder nach Entfernung der Nenner 
(1) 1=(a,+ 34,0? + 5a,a*-+---)\(1— (14 #) 2? 4? a , 
+ (a,2 + asx? + asa? + ---)(— (L ake x?) + Qua), 


Durch Ausmultipliciren und Coefficientenvergleichung folgt 
hieraus 


1—a,, 

0 = 8a, — 2a,(1 + #), | 

0 = 5a, — 4a,(1 4+ x”) + ot 

0 = Ta, — 6a,(1 + x) + 5a,x? 
18. W., 


allgemein 
(8.) O= (2n + 1) ase 2nday- (1 +x?) we (Qn— 1) 
also 


=1,. 
eesti iY) BE ") 
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8 + 7H? + 8x4 
Nor, 3 Pa ae 
yas ey A + 404 + 48° 
aire Sa aol, ? 
384 -+ sie 297 xf + 312%° + 384° 
Pony Tee er) 
u. 8S. W. 


und somit 


(9.) arg sin am 2 = (2+ * 

eee et ae = a\(1 
Diese Reihe convergirt bis zu dem niichsten Unstetigkeits- 
punkte von 


Load epee ie 3 8x" 


arg sin am & 
Va — #24 — 0%) ’ 
ns 1 1 
doh. fiir |a| <1 oder |x| <|> 2 
kleiner ist. 

4, Wir wollen an dieser Stelle auch die Aufgabe lésen, 
die beiden Perioden 2 und 8’ nach Potenzen von % zu ent- 
wickeln, was freilich nur fiir einen beschrankten Bezirk még- 
lich ist, weil 2 und 2’ keine eindeutigen Functionen von x 
sind. Da 
10.) 2 = 208, = 20[(1 — p*)\(1 — pA — p')---f 

(a4+p)0+P)04+2)---f, 
2 3" (+p) +p) +p) ---]° 
oe a 6p hep tesceston 
ist, so wird sich einerseits, wie schon durch mechanisches 
- Ausmultipliciren zu erkennen ist, 8 nach Potenzen von p 
entwickeln lassen, wihrend andrerseits fiir x” eine ebensolche 
Entwicklung -moglich ist, die mit p anfiingt; nach § 27 wird 
sich dann einer der zu einem x” gehdrigen p-Werthe nach 
- Potenzen von x” und somit schliesslich auch 8 nach Potenzen 
yon x” entwickeln lassen. Wir supponiren 
Q = dy + ayn? + agx* + agu® + +: 
und benutzen die Relation (36.) in § 71 zur Bestimmung der 
Coefficienten; es ist 


, jenachdem 1 oder 


und somit 


oder 


Q in 2m tibergeht, so erhalten wir die einfache Entwicklung — 


ce = oe a ay 
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dQ = 2 Ao) . 4 3 6 5 
da? Q 


cape 3a,x + 6- 5a, xt +-- 


(x — «°)\(2a, + 4-8a,% + 6-5a,x' aie a) 
+ (1 — 8x*)(2a,x + 4a,x° + 6a,x° a san 
= AX + ax? Ei ax? + a +- j 
woraus folgt 
4a, = A, 
16a, = Yay, 


2Qn(2n — 1)as, — (2n — 2)(2n — 8) dens + 2nae, 
REG) Ou yf a  e 
(22)? den = (2n — 1)?gn—s. 


Beachten wir noch, dass fiir p = 0, also x = 0 die Grosse 4 


“(1/2 1-3-5 
(12.) 2 = 214 (4) ye (8 a)! a ot (28 rae 4 4... |, 
die fiir |*|<1 convergirt und die gemiiss der Constanten- 


bestimmung fiir denjenigen Werth von. 2 gilt, welcher dem 
mit x gleichzeitig verschwindenden p-Werthe entspricht, 


6. Da (2 == “2 ist, miissen wir uns zuniichst, um zu 
- a 


einer Reihe fiir 2 zu gelangen, mit der Entwicklung von 


ye 1 
t= 7; logp 


peecheripen ~Nach den Methoden von § 27 ist aus (iL) 
zu erkennen, dass in der eee von p=0, x= 0 eine | 
Entwicklung ; 
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méglich ist, so dass wir mit Riicksicht auf (12.) 
XY = — = log aah 2iR 


setzen kénnen, worin R eine fiir « = 0 verschwindende, nach 
Potenzen von x? fortschreitende Reihe bezeichnet. Setzen wir 
diesen, Ausdruck in § 71, (37.) ein, so erhalten wir unter 
Benutzung von § 71, (36.) die Differentialgleichung 


eee mae eae Raicede 49 


(13.) “(1— x”) 


tw an 1 


Ohne besondere Schwierigkeiten fiihren wir mit Hiilfe 
dieser Gleichungen die Reihenentwicklung fiir R aus und 
erhalten schliesslich: 


; , 2 i ¢ (12 
ae ——— log — 22 1a %e" wees aiceues i) 


12.37. 5? 2 
1 oF a? 6? (+55 ites) t of. 
6. Die Riemann’sche Fliche fiir y = arg sin ama ist 
wieder sehr leicht aus der Parcellirung der y-Ebene fiir 
_#=sinamy herzuleiten. Ziehen wir in der y-Ebene Parallele 
zu der Abscissenaxe und zu der Ordinatenaxe, die resp. durch 


die Punkte y = (x + =) 2 und y= (z —- =) 8 gehen, 


so wird hierdurch die Ebene in doppelt unendlich viele 
Rechtecke zerlegt, falls wir vorliufig p als reell, also $4 und 
= als reell und positiv annehmen; fiir die y-Werthe jedes 
Parallelogramms erhilt sin am y jeden Werth einmal und 
nur einmal. Wenden wir fiir den Inhalt der Rechtecke die 
in Figur 22 gebrauchten -Bezeichnungen an, so entspricht 
einem y-Werthe in (0,0) mittelst der Decemamioenshenyen 
gy tm +02 und z= Sy + ma! + n& je einer 
in (m,2n) und (m, 2n + 1). 

Durch die Function z = sin am y werden die Parallelen 


zur Ordinatenaxe, die durch y = é + k& und y= — 2 + k2 
gehen, als Gerade abgebildet, die resp. ¢=1 mit z= — 


_ _ 
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y-Ebene. 
1 : ob 
io) <5 Pe 1 ; 0 t ‘i 
=| : a ot i = 
as a-Flache. : 
= Fig, 22. >t 
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and «= —1 mit = — = verbinden; dagegen werden die 
durch y = (i a a = laufenden Parallelen zur Abscissenaxe 


als eme Gerade abgebildet, die von 7 = a auf der Ab- 


“ 4 1 
scissenaxe’ durchs Unendliche nach « = — = geht—(vergl. 


§§ 60,5 und 70, 6). 
Ins Besondere entsprechen, um nur die Hauptpunkte 
des Rechtecks (0,0) ins Auge zu fassen, den Punkten 


Se aes aaah g ko aaa 2 remarry 
OE eg 5) ogg 5 ee aa 
#2 oe 
a? 4 9 
die Punkte 
1 1 1 
Se thet ay Sy eb 1 Pac Tear 


Die Punkte + = -+ 1 und « = + oa sind ebenso wie 


bei y = arg S(p, x) Verzweigungspunkte; als Verzweigungs- 
schnitte benutzen wir die eben gefundenen Geraden zwischen 


@=1umd2=—- s=—1 wud x= 5 ae rege und 
un n n 
= — . Auf dem ersten Schnitte verbinden wir die 


Blatter (wir waihlen wieder die Bezeichnung den zugehérigen 
Parcellen in der y-Ebene entsprechend) (m, 2m) und (m,2n-+-1), 
auf dem zweiten (m,2n) und (m,2n — 1) paarweise, auf 
dem dritten dagegen (wie schon eine Betrachtung des Ver- 
haltens yon = sinamy auf der Ordinatenaxe zeigt) 
jeweilig den oberen Rand von (m,n) mit dem unteren von 
(m+ 1, n). 

Auch hier kann die Riemann’sche Flaiche mannichfach 
variirt werden, wenn nur die Verzweigungspunkte und die 
Art der Zusammenhaltung beibehalten werden. Fiir com- 
_ plexe p bleibt das Resultat wesentlich das gleiche. 


Si al tiie! 
a 
B 7 


ea 
a thks - 
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Se 
Die Transformation n*" Grades*). 


1. Die Transformation der elliptischen Transcendenten, 
soweit sie der Transformation der multiplicatorisch periodi- 
schen Functionen entspricht, lisst sich selbstverstindlich 
wieder leicht aus der letzteren herleiten. Doch tritt hierbei 
insofern ein neues Element in die Betrachtung ein, als in 


2ztiw 
sin am (t, w) = S ( 2) 
die Grésse 2 — 224, vorkommt, welche selbst bei einer 
Transformation von t eine Anderung erleidet. Wir stellen 
im Folgenden nur die Transformationen von sin am (r, w) 
zusammen, da bei denjenigen der iibrigen elliptischen Func- 
tionen der namliche ,,Multiplicator“, d. h. derselbe Factor, 
mit dem das Argument bei der Transformation multi- 
plicirt wird, auftritt, und das Ubrige aus § 61 zu _ ent- 
nehmen ist. ; 
2. Da aus dem Fundamentaladditionstheorem der Theta- 
functionen (§ 69, (1.)) fiir w =v =0 folgt 


8° (27, 0) ot Oo (tr, 0) a a7(c, 1) 


oder 
a, a, 
(i 9;2(27,0) = ot + 9" 
also 
: 0,7 (2 t, Oh ee 1 as Hy 
(2.) a2 : 


so haben wir nach § 61, (2.) und fire Beriicksichtigung der 
Anderung, welche 2 bei der Transformation erleidet, 


(3.) sin am (25, 2 Sees) w) = sin am (21, (1 + x,) w) 


‘ud sin am (rt, w) cos am (z, w) 
= (1 ++ m) 4 am (t, w) er 


3. Aus § 61, (7.) geht, wenn 


1 ,°@, 0) 
(4) on a 3° (nt, 0) 


*) Die Bezeichnung ,,n*e" Grades“ wird erst in § 76 erliiutert werden 


; | 6 Die Transformation n2 Grades. 347 


: Beco wird, die algislone 


6) sin am (nz, @) — = (— 1) 3 F Solon oe oe sin am(t,w + = 


ia Pat w+? anit Moa’ 
| 7 8,(nz,0) 9,” eI 
; ee fy 2 NeeNhN) | Oe 

(— 1)? 8, (nz, 0)" 9," sin am (t, w) 


(n — =) 


— sin? am (zt, w) — sin? am («, — 
n 


> : 1 — x? sin? am (« — } sin? am (z, w) 
n 


yay : : : 22 
1 sin® am (t, i — sin? am ( 7, — = 


F 22\ . 
1 — x? sin?am (« =) sin? am (t, w) 


¥: 
r are EP ’ a * . 5 — 1) 2 
} sin? am (t, w) — sin? am { 1, Oe) 


ch —A : 
d E = aon 1 — x? sin? am( mo.) sin? am (r, w) 
 hervor. . 
ag _ Durch Nullsetzen von w erhalten wir, wenn wir be-' 


| sin am (ne a4 ,) 
* ? a 7 1 - 
sin am (nt, w)_lw=0 a 


9, (nt, 0) 3,” 
” (6, 0) op * (nt, 0) 8,” 


Binet f 2\ ~. t = 1)2 
ek Gara ea 


2). Be Virin aed MR 
“1 sin am rr sin am ip vee ‘te 


cos am mie) eee (3s 


Uae Se 


po” s 


‘< 


4 


oh ee ae 
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oder, da 
: ( aa) : ( (n — k) 2) 
SIL alle) — ) = = SINT fe 
n n 
ist. 
3 Q\. (n—1)Q - ( o—) 
8) fet. sin am (<,°). sinam (r, on 1) gam (z dam ie 5 ae 
aie cos am (« 4 + cos am (« SS) 
a NARS 


4. Aus § 52, (5.) geht hervor 


i 
np, 1) = 7°(p, 1) + p'1?(p) 
= Ns ae pe 


4 
je nachdem das Vorzeichen von p* gewahlt wird. Nimmt 


+ 


man p =e”? und fiir das in 7,” vorkommende p” friiherer 
Mit 


Festsetzung gemiiss ¢ ?, so babes wir die Giackinaeed 


. 3 9°(2,0) = 9, ag oe 
A: (9.) ga(fast 0) ce pea ang al 
ee: also 


(10.) 0,*(C#2 o) 


und hiernach 


(i oT %) sin am (t, w) 
sin am (5, a + %)w) = a tt aim |(¢ 3.20) 


(11) jund Me 


t+2 (2 ea 
lipeiga (1 — 2) w) = To stom a) 


5. Ferner ist, wenn wir nur den Seah ees Fall hin- 
schreiben, 
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: 22\ . 222’ 
-sin am Bia sin am {t, w+ ——)}°- 


aie n= 2) 


ln 


‘sin am (r, w— sin am (r, w+ 


tT 
% (7 0) a,” 
a, ie 0 = 
n _ 


, 


sin” am (t,w) — sin? am («, = 
n 


(12.) -sin am (t, w) 


= 1 — x? sin? am («, —) sin? am (z, w) 
n 


: i 22! 
sin? am (t,w) — sin? am («, 
n 


1 — x” sin? am («, =) sin? am (z, w) 
(n — 1) i) 


sin? am (t, w) — sin? am («, ae 


’ 


(n — 1) 2’ 


oa ) sin® am (zt, w) 


1 — x? sin? am (x, 


durch Nullsetzen des Arguments folgt wieder. 


rps (= 0) a» 


(13) = _— = a as ale .) (sin am (c, =) sin am (x, =) oh 
a, at 


- sin am (c, Sse 
oder Eo ! 
(4) 2=(-1)? | 
eS eee oie 
‘ ~ eosam (r,%).-- cosam (r, ooo ; 3 
? und direct ie - 4 
d yy , a, = PrIeR? | i. i 


§ 76. 


Das allgemeine Transformationsproblem. 


a. Bei den Transformationen, die wir in § 69 und § 75 
‘chftthrten, handelte es sich darum, elliptische aeons 
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(resp. Thetafunctionen), welche den Parameter nr oder = 


besitzen, durch soleche mit dem Parameter + auszudriicken; 
wir stellen uns jetzt eine viel allgemeinere Aufgabe, welche 
die friihere als speciellen Fall in sich fasst. Dieselbe lautet: 
Lilliptische Functionen (resp. Thetafunctionen), deren Parameter 
, at b 
(1.) v= + 
ist, wobei a, b, c, d ganze, reelle Zahlen bezeichnen, durch 
elliptische Functionen (resp. Thetafunctionen) mit dem Parameter 
t auszudriicken. Dabei wird es nicht verlangt, dass die Func- 
tionen mit ¢ das nimliche Argument wie diejenigen mit 7 
besitzen. 

2. Es wird vor allen Dingen darauf ankommen, die 
ganzzahligen linearen Transformationen (1.) in geeigneter 
Weise einzutheilen und auf Normalfille zu reduciren. In 
dieser Hinsicht ist die a, »Determinante“*) der Transformation, 


(2.) = ad — be 
von Wichtigkeit, tiber 5a wir einige fundamentale Siitze 
beweisen. 
a. Aus (1.) folet umgekehrt 
—dz +b 
(3.) Ae pe 


und man sieht, dass die Determinante dieser Gene mit 
A identisch ist. 
2 b. Haben wir die Transformationen 
* , at tb ” a, +b 
5 peed ee a evalua 
mit den Determinanten 4 und 4,, so folgt 
(4.) Ye ah + ¢b,)t + ba, + db, 
a (ac, + ed,)t + be, + dd, - 
mit der Determinante. 
A, = (aa, + cb) (be, le dd,) — (ba, + db,) (ae, + oth) 4 
= bebe, + ada,d, — adb,c, — bea, d, 
= (ad — be) (ad, — 4) 


*) Wir setzen natiirlich voraus, dass Zihler und Nenner von 
(1.) keinen von + 1 verschiedenen, meres: baited Theil ' 
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oder 
(5.) A, = 4A,. 

Dieses Resultat kann iibrigens insofern illusorisch wer- 
den, als es hiufig vorkommt, dass in (4.) die Coefficienten 
einen gemeinsamen Theiler erhalten, wahrend dies bei den 
erzeugenden Substitutionen nicht der Fall war; dieser Theiler 
tritt in 4, qguadratisch auf; nach Wegheben desselben ‘verliert 
(5.) seine Giiltigkeit. 

Ist 47 = 4, = + 1, also auch 4, —-+1, so ist ein 
soleches Vorkommniss unméglich*). 

3. Bei der Construction der elliptischen Functionen 
mussten wir, um die Convergenz der betreffenden Reihen 
und Producte zu ermdglichen, die wesentliche Voraussetzung 
machen (§ 68,1), dass in tr = a + 2% die Grésse B wesent- 
lich positivy ist; es fragt sich, welche Beschrinkung wir der 
Peivefarmation (1.) MEE miissen, damit fiir c’ das 
Gleiche gilt. Da 

, aatb+tapi (ae +b-+ afi) (ca +d — efi) 

cet a cpt. (co + a)? + o?6? 

__ ace? + bea + ada + bd + ac? + (ad — be)pi 

oes (ca + d)*? + cB? 
ist, so wird der rein imaginire Theil von 7’, dividirt durch i, 
dann und nur dann ais sein, wenn 


= ad — be 
positiv ist. Wir werden ere in der Folge nur Transforma- 
tionen mit positiver Determinante in Betracht zu ziehen 
haben. 
4, Da die Determinante von (1.) fiir die Art der Durch- 
fiihrung der Transformation, wie sich herausstellen wird, von 


*) Auch wenn uur die eine der Determinanten gleich -+ 1 ist, kann 
ein soleches .Wegheben nicht stattfinden; denn wire etwa Jd = + 1, 


‘4, =n und nach yollzogener Vereinfachung 4, = m, |m|<|n|, so 


wiirde durch LHinsetzung der Umkehrung von 7 = pd at a3 in (4.) 
= eee by mit der Determinante 4, = + m erate die 


durch eine etwa mégliche Hebung nur verkleinert, nicht aber gleich 
gemacht werden kiénnte. Entsprechend ist der Beweis, wenn 4 = n, 
4, = +1 ist. 


hervorgeht. In (8.) ist der dritte Coefficient dem absoluten 
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entscheidender Bedeutung ist, so wollen wir sagen, dass | 
eine Transformation vom n*" Grade sei, wenn 4 =n ist; 
Transformationen des ersten Grades werden auch als limeare 4 
bezeichnet, wobei natiirlich dieses Wort in einem an- 
deren Sinne wie gewdhnlich gebraucht ist. Die beiden q 
frtiher durchgefiihrten Transformationen t’ = mt und 7 = = ; 
sind beide vom n™" Grade. ; 
5. Sei nun die Transformation n‘ Grades F 
ela at + b a 

(6.) et + a’ ; 


ad—be=n 
vorgelegt, so wollen wir, falls ¢ an absolutem Betrag nicht 
groésser als a ist, mit doin Nenner derart in den Zaihler — 
dividiren, dass wir nur zusehen, wie oftmal c in a ganasadiig ; 
enthalten ist; finden wir etwa 


a=ke-+a,, |a,| <|el, 
wobei es nicht daraut ankommt, ob |ke| grésser oder kleiner 
als |a| ist, so haben wir 


te asichol her med iy a,t7 +b— kd 
eee He cr+d id tomer Tag De 
also wenn wir a 
ey ¢=1%,+hk ae 
setzen: , ; 


a,t-+b—kd a,t+b 
&) Derg trang 

Wir haben also die Transformation (6.) in die beiden 
(7.) und (8.) zerlegt, von denen die erstere linear ist, wiih- 
rend die letzere wieder vom n*" Grade sein muss, da sie — 
aus (6.) durch die gleichfalls lineare Umkehrung von (7.) _ 


Betrage nach grésser als der erste; wiire dies schon bei (6. 
der Fall gewesen, so hitten wir uns die erste Umwandlang a 
ersparen kénnen. — 

Wir zerlegen nun weiter, indem wir 
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setzen; da die Determinante von (9.) wieder 1 ist, so ist 
auch die Transformation (10.) noch, vom n‘” Grade; ihr 
erstes Glied ist dem absoluten Betrage nach grésser als das 
dritte. Jetzt kénnen wir die obige Division wiederholen, 
also von Neuem eine Transformation 


(11.) %Z=% +h, 
und dann wieder 

1 
(12.) . Pier iekes 


absondern u. s. w.; immer wird die restirende Transformation 
noch vom n*" Grade sein. Bei diesem Verfahren wird der 
erste Coefficient bestindig verkleinert, und da dieser Process 
bei endlichen ganzen Zahlen nicht ins Unendliche wihren 
kann, so wird einmal der erste Coefficient ‘Null werden 
miissen, so dass wir zu einer Transformation 


b, 
cee ee ere, 
gelangen, deren Determinante 

by cy = 0 


ist. War die urspriingliche Transformation (6.) linear, also 
nm =1, so muss 


b=¢=—+1, 
somit 

aie: 1 

‘Sans t+ d, 
sein; setzen wir noch 
1 
y= — - 
Tyty 

so reducirt sich die Transformation schliesslich auf 

Ty+1 == T + Ose 
Ist dagegen m von 1 verschieden, so lassen wir 
(14.) Ey == by Th 


' eintreten (ohne die Allgemeinheit zu beschrinken, kénnen 

wir in (13.) 0, und somit auch c, als positiv voraussetzen), 

dessen Determinante gleich b, ist; die restirende Transformation 
1 

(15.) bid emg ie t+d 


Rausenberger, periodische Functionen. 23 
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ist vom Grade ¢,. Auf (15.) wenden wir weiter 
1 


Ty 19 


me Pe a ee 
an und finden 

Ty42 = ct + d,, 
woraus schliesslich durch 

T19 == Ty43 + dy 
die Transformation 
(16.) Cg —=1CNe 
mit der Determinante ¢, hervorgeht. 

Bedenken wir nun noch, dass 


¢=t+k 
sat Ek, 


resp. dessen Umkehrung erhalten wird, so kénnen wir das 
Resultat unserer Untersuchung folgendermassen zusammen- 
fassen. 

Jede lineare Transformation lisst sich durch Iterirung*) 


und Combination der beiden 


durch Iterirung von 
* 


ie tv =t+i und vat 
erzeugen. 

Eine Transformation nin ones ldisst sich aus denselben 4 
beiden linearen Transformationen, verbunden mit zwei Trans-— 
formationen as, 


wee 


v=at und v = br, aes 


wobet oe =n ist, zusammensetzen. 
Leicht kann man das Verfahren auch so ees dass _ 


an Stelle der beiden letzten ieanetora ined C= ee und hi =e 


treten. Da nun die beiden Fiille 7’ =ar und v= a teen 
erledigt sind, brauchen wir Bes uur noch mit den linearen — 
"‘Transformationen PAA Sots ee eee 


—t+1 und f= 
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St 
Die lineare Transformation. 
1. Die Transformation 1’ = 1 + 1 bietet keine Schwierig- 
keiten dar; es ist 
p == eMit — ef exit — — p, 
und wenn gebrochne Potenzen von p vorkommen, so ist 


bli Mit 


auf die Bemerkung Riicksicht zu nehmen, dass p” =e ” 
gesetzt werden muss. Aus den betreffenden Productenent- 
wicklungen folgt ohne Weiteres: 

4 (— p,#) = 9(p, — 2), 

No(— P, #) = No(p, i) = ns (p, 2), 


Tt 


(1) 0, (— p, t) = e* 4, (p, 2), 


Tt 
No(— p, x) = e4 no(p, x), 
Ns(— p, ©) = n3(p, 1x) = N(p, 2), 


oder 
® (c+ 1,0) = O(c, w + 1), 
F(t + 1, w) = O(c, w), 

@) O(c + 1, w) = 64 8,(x, 0), 


Ti 
d,(c + 1, w) = e* 8,(z, w), 
O(c + 1, w) = 4,(t, w). 
Hieraus folgt weiter 


ae No (Dy Oe oS By we) 

ae 5 Ns (P, @) 1 D(p, a)? 

3. - — ™s Ne(P,%) __ = -C(p, @) 

( ) - P; *) Ny N3(P, £) D (p,, x)? 
res 73 No (Pr %) __ 1 

CAS Lila AEC Do, «) 


_ und wenn man nun bedenkt, dass durch diese Transformation 


2 = 22%,” in 2x9,” tibergeht, 
23* 


im 
a? 


356 Siebenter Abschnitt. — § 77. 


5 sin am (t, w) 

sin am (t + 1, x%,w) = % Saas 

cos am (rt, w) 

4 am (t, wv)’ 
1 

4 am (t, w) 


(4.) cos am (t + 1, #%,w) = 


A am (t + 1, x,w) = 


2. Wihrend die bis jetzt behandelten Transformationen 
sich in einfacher Weise bei den multiplicatorisch periodischen 
Transcendenten durchfiihren und dann auf die elliptischen 
Functionen iibertragen liessen, ist dies bei der noch iibrig 
bleibenden 


uae! 
T 
nicht der Fall; wir haben hier ein eclatantes Beispiel, dass 
die doppeltperiodischen Functionen als die complicirteren 
Transcendenten auch Higenschaften besitzen, fiir die sich 
bei den einfacheren multiplicatorisch periodischen kein Ana- 
logon findet. 
Aus der Gleichung (14.) in § 68 


sede 
Ww 
(5.) aC, w) are a(x, of] HO ye See =) 
—v—1 —p—1 
- ee LS adres 
wird, wenn wir t = — — einfiigen: 


(6.) o (— + \= o(—+ ca ,0) | [- L LHC (1— aoa aie i): 


Ks ist klar, dass dieser Kee mit 
Sipe eH 


(7) F(t, 7w) = A(z, oT E- Tee 


simmtliche Nullpunkte gemeinsam hat; denn beide Doppel- 
producte bestehen aus denselben Factoren. Da indessen die 
Reihenfolge der Factoren bei diesen Producten nicht ohne 
Einfluss ist, so diirfen wir nur schliessen, dass der Quotient 
von (6.) und (7.) eime nirgends im Endlichen unendlich wer- 
dende analytische Function, mithin nach § 47, (1.) 


(8.) o(— e w) ae Matera) O(t, 50) 
= etige) H(r, Tw) 


| 
a . bea a 


, 
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zu setzen ist. Um den Factor e“¥“) zu ermitteln, bedenken 
wir, dass die transcendente ganze Function (x, w) durch die 
beiden Relationen 


(9.) O(c, w+ 2) = P(r, w) 
und 
(10.) O(t, w + 2x) = eH) B(z, w) 


bis auf einen constanten Factor, der jedoch + noch enthalten 
kann, bestimmt ist. Von (9.) und (10.) gelangt man nim- 
lich zur Gleichung 


1 
(11.) n(D, pea) = 57, (P, #)5 
substituirt man 
n(p, ©) = Ay + Ay" + a en 
+S4+ste 
eine Form, die y(p, x) haben muss, damit #(z, w) eine tran- 
scendente ganze Function wird, so liefert (11.) 


sae 
dy + apa + a,pta® + -- ain? 
=e po PRE OE ste Pecetipe ¢ 


woraus sich in der That die Coefficienten bis auf einen con- 
stanten Factor bestimmen. 


Wir haben nun nach (8.), (9.) und (10.) 
(= = w+ 2) = eur) H(t, rw + 27) 
, = erilylw+2)—(+0)] 9(z, w) 
= o(— =, w) == ety) (x, Ww), 


also 
_ p(w + 2) —1— tw = ow) + 2k 


oder 
(12.) p(w + 2) — p(w) — 2k = t+ tw. 

‘Die Untersuchung von a(— =, w+ 2x) liefert nichts 
hiervon Verschiedenes. Gelingt es, p(w) der Gleichung 
(12.) entsprechend zu bestimmen, so ist a(— -, w) bis auf 
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eine multiplicatorische Constante gefunden. Versuchen wir 
es zunichst mit der Annahme, dass k =O und 


p(w) = a + 4, W + AW? + «++ + An W”, 
also eine algebraische ganze Function ist, so sehen wir leicht, 
dass p(w + 2) — p(w) vom (n — 1)** Grade ist, woraus 
wir nach (12.) schliessen, dass p(w) den zweiten Gad besitzt. 
Nehmen wir 


p(w) = a + aw + aw, 


so muss 
4a,w + 4a, + 2a,—=1 + tw, 
also 
Tt 
Oe ye eae eta 0 


sein, wihrend a, unbestimmt bleibt, so dass wir setzen 
k6nnen: 


it 


(13.) o(— w) = Cet “O(c, Pri 


Die Hauptsache der ganzen Untersuchung ist nun die 
Bestimmung der Grésse C, die als eine Function von 1, 
C= (ct), anzusehen ist. Setzen wir in (13.) w=0, dann 
w—=1, so erhalten wir unter Benutzung der Abktirzungen 

—mi i it 1 —mi 
ne e* pt —=e",q* =e": 


as) vonage! ) _ fy ey 


o (t, a (1 on p?”) (1 + pie—tp 
und 
1 
o(——,1 
(15.) ve) = ( ; fe, = tha) 


e* O(c, x) p*n (DP, Pp) 


(a— @™) (4 — ag 
Sydbl oe (1 — 2") (1 +p) 
Wird in (15.) - fiir rt, also p? fiir p, g° fiir q einge- 
setzt, so finden wir 


E\ ruin Lin Peel eckae) Ghee 
cn ices eee 


igri 


endlich ist; die Verzweigungspunkte von Vr, 7=0 und 


_ gleichfalls eine eindeutige, analytische Function von t in der can 
— die oberhalb der Abscissenaxe liegt. : 


Die lineare Transformation. 359 


Durch Multiplication von (14.) und (15.) und Quadrat- 
wurzelausziehen folgt. weiter 


2 2n 2n—1 2n—1 
ee) ff oe ee) Go) 
( ) ( ) V2p di (4 = et) (4 Bae) (1 pt) 
1 Ppaaeya—e) 
8 aes # G —p”) 4 +5") 
(4 cs qd”) (4 ay Tee ue 
~ Vaps “fy (1—p") @+a"y ’ 
das Vorzeichen von V2 zu bestimmen ist an dieser Stelle 
nicht néthig; es geniigt die Bemerkung, dass V2 ftir alle 
Werthe vont, fiir welche die Entwicklungen convergiren, 
das gleiche Zeichen haben muss, da #(r) auf diesem Gebiete 
eine eindeutige, analytische Function ist, wie die Form (14.) 
unmittelbar zeigt. 


Vergleichen wir (16.) und (17.), so erhalten wir die 
Functionalgleichung 


oder ai 
(18.) v(2t) = v(r) V2 


oder, wenn wir 


ety) = 20 
Coe f() = 22 
setzen: 
(20.) f(2t) =f); 
aus (14.) folgt ausserdem 
1 1 
Gt). v(—+) = sa 


Bei der Hinfiihrung von f(r) ist zu bemerken, dass Vz 
innerhalb des Convergenzbezirkes von (zr) eine eindeutige 
Function ist. (rc) convergirt namlich nur, wenn |p| <1 
(nicht |p| = 1), d.h. wenn in ta -+ Bi die Grosse B ‘ 
wesentlich positiv und von Null verschieden, ausserdem 1 c 


t = oo fallen also nicht in diesen Bereich. f(r) ist mithin 
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Um noch eine weiterere Functionalgleichung herzuleiten, 


setzen wir in (13.) w= — + — + und erhalten 
t 3 


(, + a! Tl ; —¢" (. “>  @) ( + a *) 


mt ego 2n—— 
eb pis? ep) eee alte *) 
Mi 
aS [oe] 
se Sale| F (: — ) 
wi ts 2n 
oa (1p) 
oder, da - 
nt 
e. Tt mt 
1+ be = ae 4 
ieee eae = 2cos 7 = V3 
e 
ist: 


ae TA a 


Setzen wir 3 statt 7, also p® statt P,; q° statt g, so 0 folgt 


(22.) #8) = 735 SPTS=2 rok a 


Vertauschen wir t mit — +, also p mit g, und nehmen 


beiderseits die reciproken Werthe, so finden wir nach 21) 
4 fests 

(23.) ~= 

3) 4) 25 G )= a aE Eee) 


und somit durch Verglichong v von (22) ond (23. i : is 
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Aus den Gleichungen (20.) und (25.) ist ersichtlich, dass 
f(x) die multiplicatorischen Perioden 2 und 9 besitzt, die 
sich nicht auf eine einzige zuriickfiihren lassen, da nicht 
2h = 9% ist. Da ferner f (r) in, seinem ganzen Stetigkeits- 
bereiche den Charakter einer ganzen Function trigt, so 
schhiessen wir nach § 65, 8, dass es eine vont _unab- 
hingige Constante ist; wir setzen 


f(t) =, also w(t) =cYVr. 
Nehmen wir in (14.) tr =7, so wird pg, also 


so dass wir 


nes 
yi’ 


vo) = Wi =V—a 


zu setzen haben, wobei das Zeichen der innerhalb des Con- 


also 


vergenzintervalls eimdeutigen Function Y — it so zu wihlen 
ist, dass fiir ¢ = 7 
V-it=—+1 
wird. Sonach ist 
Mitw 


(26.) o(— =, w) — YV—ire * (x, rw). 


3. Auf die vier Thetafunctionen tibertragt sich das er- 
langte Resultat folgendermassen: 


( 1 1 
a, w) =a a = 20 + 1) 
7it(2w--1)* 


=V—ire 4 (x, r(Qw + 1)) 


= V — it eB, (x, rw), 


(27.) 


Se 
—— 
| 
= 
| 
PS 
: 
a 
ar 
a 
= 
g, 
a2 
cy 
a 
S 
a 


a; (— i ) =V)V- ic etter (cx, Tw). * 
Beriicksichtigt man ferner, dass 8 = 274, durch die Trans- 


formation 1 = — = in — 2xit@,” tibergeht, so erhilt man: 
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jam am (t, w) 
* C08 am (t, w) : 


; ut 
sin am (cae iw) = 


Mixer 1 
(28.) cos am (= =H, iw) see MCT 
jer Wada 22 CA) 
to (—=,: )-5= (r, w) 


4. Durch die letzten Untersuchungen wird auch eine 
Frage erledigt, welche sich gleich Anfangs bei der Reduction 
der elliptischen Functionen auf die multiplicatorisch periodi- 
schen darbietet (s. § 65,3, Anm.). Gentigt namlich F'(w) 
den Gleichungen ; 

Fw + 2) = Fw), 

: Fw+2?)=F(w), 
so kann man J'(w) dadurch aus einer multiplicatorisch 
periodisehen Function f(#) herleiten, dass man 

27tiw 270182’ 
a=e2, p=e2 , Fw) =f(z) 
setzt; in der That ist dann ' 


f (2) = f(@). | 
Soll p der Bedingung |p|<1 geniigen, so muss der — 


reelle Theil von a8 wesentlich negativ sein, trifft dies nicht 


zu, so braucht man nur — 8 statt 2’ zu wihlen, weshalb 
man ohne die Allgemeinheit zu percluaa kee die erstere An-— 
nahme machen kann. 
Setzt man aber in f(«) 
—27tiw 2712 - 
Opiem OU Pay teene yeee 
(hier muss nimlich — 2’ statt 9’ genommen werden, um 
|¢|<1 2 machen), so erhilt man wiederum eine Punetion ¥ 
F'(w), welche gleichfalls den Gleichungen 3 3 
Fw + 2) = E(w), : 
F(w+ 2) = Fw) 
geniigt, und man kann fragen, wie sich FF, (w) zu Fw) i 
verhiilt. sk ee ist had. das eal sais die 


7 ah ee 
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5. Stellen wir simmtliche Transformationsresultate zu- 
sammen, so finden wir das bemerkenswerthe Ergebniss, dass 
durch jede lineare Transformation eine jede Thetafwnction in 
eme andere verwandelt wird, die den urspriinglichen Parameter 
enthilt, multiplicirt mit einer Exponentialfunction. Dagegen 
ldisst sich ee Thetafunction, deren Parameter durch eine Trans- 
formation n*” Grades aus t hervorgegangen ist, durch ein Pro- 
duct von n Thetafunctionen mit dem Parameter x darstellen *): 


§ 78. 
Die Modulfunctionen. 


1. Die multiplicatorisch periodischen und die elliptischen 
Functionen, sowie die mit ihnen in Beziehung stehenden 
Transcendenten sind nicht allein im Allgemeinen analytische 
Functionen ihres Arguments, sondern sie enthalten auch einen 
variablen Parameter, als den wir zuerst p = e™* ansahen, fiir 
den wir aber in der Folge immer die Grésse r wihlen wollen. 
Die Transformationen, die wir mit diesem Parameter vor- 
nahmen, zeigten uns, dass sich die Thetafunctionen verhilt- 
nissmassig wenig andern, wenn man auf 1 eine lineare, 
d. h. eine solche Transformation austibt, die sich aus den 


beiden 
1 


© =t-+1 und ae oe 
zusammensetzen lasst. Wenn wir nun bedenken, dass der 
Ausgangspunkt unserer gesammten speciellen analytischen 
Untersuchungen der war, dass wir Functionen aufzustellen 
suchten, die bei linearen (im weiteren Sinne) Transformationen 
ungeandert bleiben, und wir schon bei den multiplicatorisch 
periodischen Transcendenten uns veranlasst sahen, auch Func- ; 
tionen, die sich (wie die y-Functionen) bei derartigen Trans- 
formationen nur verhiltnissmissig wenig findern, in Betracht 
wu ziehen, so liegt es sehr nahe, die Thetafunctionen nun 
- auch als Functionen von + nach dieser Richtung hin zu be- 


*) Das Letztere folgt leicht mit Htilfe der Resultate dieses und 
_ der beiden vorigen Paragraphen. 


s 
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dische Functionen hoherer Art herleiten lassen. Zu diesem 
Zwecke setzen wir vorliufig w = 0 und beschiftigen uns mit 
den Functionen von t, die wir so erhalten. Wir schreiben 
in der Folge 


O(c, 0) = 9(t), Fe (t, 0) = Oe (t) 
und erhalten nach § 77 
O(c + 2) = 3), 
By (t Se 95(7), 


9,(r + 1) =e O4(2), 
93(¢ + 1) = 8,() 


und 

o(— 4) =V— oe, 
1) y= a,(0), 

(2.) 


8, (— 
%,(— | = V— ir 4,(0), 
25(— +) = V— ir 9, (cx). 


: : 1 
2, Wir erkennen, dass bei der Transformation 7 = — —, 


yon einer Vertauschung der Thetafunctionen unter einander 
abgesehen, der Factor Y— ir abgesondert wird, ganz ahnlich, 
wie die y-Functionen bei der Multiplication des Arguments 
mit p*, resp. p einen Factor ausscheiden; durch diese Ana- 
logie werden wir darauf hingewiesen, auch hier Quotienten 
zweier Functionen der eben besprochenen Art zu betrachten. 
Zuniichst wenden wir uns zur Untersuchung der Gréssen 


Vx und Yx,, bei denen wir jetzt eine (von der friiheren ab- 

weichende) Argumentsbezeichnung eintreten lassen. Ks ist 
®, Y , (+P 2G+Pha+p%)-- -/? 

3. T = 2pt 

GPS tal as lor (a+pa+p9a+p)---[ . 

und 


9 (%) __ [a—p)A—p) (1 — p')--f? 
4. 
( ) V%, (0) = a, @ [da + p)(1 + p)(1+ p) ++)?” 


mit 
wobei wieder pt = e* ist. 


@) 
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Die Formeln fiir die lineare Transformation dieser Func- 
tionen lauten * 


Vue +1) =c8 0) 


eo 


Vx(r 4 “tr - 1) =r Tee (cy’ 


Vul—4) = Va). 


Die Vorzeichen der vorkommenden Wurzelgréssen sind durch 
die Gleichungen (3.) und (4.) eindeutig bestimmt. 


3. Da sich die Functionen Vx(t) und Vx, (r), abgesehen 
von dem Factor 2pt, als Quadrate darstellen, so liegt es 
nahe, die Quadratwurzeln aus diesen Gréssen in die Unter- 
suchung einzufiihren; in der That werden dieselben in der 
Theorie der Modulargleichungen eine wichtige Rolle spielen. 
Wir setzen mit Herrn Hermite, indem wir die Vorzeichen 


Mit 


derart eindeutig bestimmen, dass p* = e® aa fiir V2 der 
positwe Werth gewihlt eae soll, 


(5.) 


ve 4 Cr yea Fp) <: 
Cy 9) =V2F Ge pata tE 
Ber <P) pi ee se 
(1 = GtpaFtrya tr) 
Auch fiir diese Ausdriicke lassen sich leicht die auf die 
lineare Transformation beziiglichen Formeln herleiten; un- 
mittelbar ergiebt sich aus der Form derselben 


ie ft Pt et 29 _ 5 ot) 
ae "72 —pi—p)d—p) ~ 


p(r+1)= at 


ferner 


p(t +2) = ef p(n), 
w(t + 2) = (zr). 


i. ie 
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Durch Wurzelausziehen aus der cL wente und vierten der 
Formeln (5.) finden wir 


1 
y = = <= ae y(t), 
und wir haben nur noch die Vorzeichen festzustellen. Setzen 
wir t =7, also t= — =, so werden 


ee aa (ta en*™) 4 4 ea eee? fees 
as i v2 (1-4 eh) (a) 4 9) Gilet”) aes 
‘) jun 


\ GG eG) 
vi) = Ge (a+ eo) (14 eo) 


positive Gréssen, da es ihre simmtlichen Factoren sind. Hier- 
aus ist ersichtlich, dass die oberen Zeichen die richtigen 


sind, weil nur so fiir 7 = — > = 7 Ubereinstimmung herr- 


schen kann. Wir haben 
if 

»(— =) = v(t), 
1 

v(— = =r p(t), 


zwei Gleichungen, die wesentlich identisch sind. 

4, Nach den Formeln (9.) und (11.) lasst sich unmittel- 
bar ee Function construiren, welche die beiden Perioden 
(12.) te =t+2 und fg eae 


Tt 


(11.) 


besitzt. Es ist namlich klar, dass g*(r) und ¥°(r) oder 
“*(c) und #,°(r) fiir die erstere Transformation ungeiindert 
bleiben, wahrend sie fiir die zweite in einander tibergehen; 
jede symmetrische Function beider Ausdriicke besitzt daher 
die verlangte Higenschaft. Alle symmetrische Functionen von 
x*(c) und x,?(r) lassen sich aber durch die beiden einfachsten 
derselben, nimlich durch x?(r) + %,?(c) = 1 und x#?(r)x,?(r) 
ausdriicken, so dass uns x*(t)x,*(t) als der zweckmissigste 
Repriisentant fiir die Functionen mit den Perioden (12.) er- 
scheint. 
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° Setzen wir 

— (13.) ue) = 9@)¥(z) 

a eet PE OED) KE ep) (1 — p°) (1 =p?) 
= ae [a +e) G+ p)G+29---/ 

‘: Bes (+p) (1+ p) +p) -- ibe é 
‘ Q+p)0+p)0+2)-- (A+ H04+P90+P)--> 
‘ V2p8 


es fa+ na +e a 
so haben wir 


2 9 (2) 
a6 g 
u(t par ee sat 


eee (x), : 


(— +) =1@) 


und 4°(zr) hat die beiden Perioden (12.), Weiter unten werden 
wir uns davon tiberzeugen, dass ihm keine anderen linearen 

 Perioden zukommen. 

~ Da y(t) nach (13.) ein im Wesentlichen hubischer Aus- 

_ druck ist, so kann man aus ihm die Kubikwurzel ziehen und 


“ 


(14.) 


en's /2p . 
zm) ree X@= (+p) +p) +p) -- 


: oe worin V2 positiv zu nehmen ist. Mit. Dante rene 
be ndet. man Ea zwar. die erste Gleichung unmittelbar aus 


X(r ie 2) a4 e® X(x), 


a ry =x). 


ba 


_tionen, als Normalform betrachten. 
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(1.) und (2.) ergiebt sich namlich sofort, dass jede ganze, 
symmetrische Function n*" Grades von 

9)°(x), O2°(@), 93° () 
durch die Transformation + =:7-+ 1 nicht geindert wird, 
wihrend sie bei + = — = den Factor r*” absondert; der 


Quotient zweier solchen symmetrischen Functionen gleichen 
Grades hat also die Perioden (17.). Die einfachsten dieser 
symmetrischen Ausdriicke, aus denen sich alle tibrigen rational 
herleiten lassen, sind 
By°(t) + 9,°(t) + 9,°(7), 
92° (o)O,°(x) + 94°(e) Fy (te) + By°(7) (7), 
Fy (7) Fy (7) BO, 
die jedoch wegen der Relation 
, Ost = Fy" + 3," 
auf zwei reducirt werden kénnen. 
Der einfachste verwendbare Quotient, auf den sich die 
beiden andern zuriickfiihren lassen, ist 


eS 


C7 ler a len ml 1 ame tr Be 
(18) 5,89,59,5 a! 
ae [(4? + %,%)? + 1 — 2%? go ee (2 — 2x?x,%)° ae (Lee et Bs 
as Chat es #! x, 4 ke ee 


und wir wollen 


(19.) J(t) aay ie — x? at ae exits — x? + x43 


nn, w*(1— «*)? ? 


die sogenannte ,,absolute Invariante“ der elliptischen Fune- 


6. Wir sind also hiermit zu einer neuen doppeltperio- 
dischen Function gelangt, welche die beiden Periodicitiits- 


gleichungen — um zur Variabeln x zuriickzukehren — 
(20.) y=ax-+1 und y=—s 2 


besitzt. Diese beiden nicht vertauschbaren Perioden erzeugen 
nach § 76 durch Iterirung und Combination eine Gruppe von 
Perioden, deren allgemeine Form 


; b 
(21.) y= + “ 


et tin intial 
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ist, worn a, 6, c, d ganze Zahlen bezeichnen, welche der 
Gleichung 


(22.) ad —be=1 


gentigen. Man versteht nimlich allgemein unter einer Gruppe 
einen Complex von Perioden (Transformationen), welcher so 
beschaffen ist, dass die Iterirung und Combination beliebiger 
Klemente dieses Complexes wieder Elemente desselben her- 
vorbringt. Hine Gruppe, wie die vorliegende, kann wieder 
Untergruppen enthalten, d. hb. solche Gruppen, deren Elemente 
in der Hauptgruppe simmtlich vorkommen, ohne jedoch deren 
Gesammtheit auszumachen. In der That enthilt die Gruppe 
(20.)-oder (21.) unzihlige Untergruppen, die noch keineswegs 
alle ermittelt sind. So sind z. B. die Gruppen, die durch 


1 
(23.) y=2z+k, Rea es eM 


k ganzzahlig, erzeugt werden, Untergruppen derselben. Wir 
bezeichnen siimmtliche Functionen, welche die Gruppe (20.) 
oder eine Untergruppe derselben (die sich nicht gerade auf 
eine einfache Periode reducirt) als Perioden besitzen, als 
yelliptische IModulfunctionen“ oder kurzweg als »Modulfune- 
tionen“ Dieselben gehéren zu jenen hdheren periodischen 
Transcendenten, deren Existenz wir bereits friiher erwahnten; 
wir geben die Theorie derselben hier nur in den Anfangs- 
griinden, wihrend wir ihre eingehendere Behandlung in einen 
zweiten Theil der vorliegenden Arbeit verweisen miissen. 


7. Die Modulfunctionen besitzen alle unendlich viele 
wesentliche Discontinuitiitspunkte; fiir diejenigen mit der 
Gruppe (21.) ist sogar der Nachweis leicht, dass die Ab- 
scissenaxe eine Unstetigkeitslinie sein muss, so dass eine Fort- 
setzung der Function iiber dieselbe hinaus unmdglich ist, 


Aus der Existenz des Discontinuititspunktes « —= co folgt 


naimlich durch y= — ~, dass auch # =O, also weiter 
x =k solche « sind. Durch beliebig oftmalige Aufeinander- 


folge der Perioden y=a+hk, und y= — = finden wir, 
dass alle durch 


Rausenberger, periodische Functionen. 24 
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(24.) = hy ——— 


dargestellten Punkte wesentliche Discontinuitiitspunkte sind. 
Bemerkt man nun, dass sich jede rationale, positive oder 
negative Zahl in die Form (24.) setzen lisst, so ist ersicht- 
lich, dass die betreffende Modulfunction fiir alle reellen ratio- 
nalen x, d. h. fiir wnendlich viele, sich tiberall unendlich dicht 
an einander schliessende Punkte der Abscissenaxe wesentlich wn- 
stetig wird. 

In Folge der in § 68, 1 gemachten Festsetzung lisst 
sich daher wenigstens ein Theil der Modulfunctionen nur 
tiber die oberhalb der Abscissenaxe gelegene Hialfte der 
Zahlenebene als analytische Function ausbreiten. 

8. Wir wollen nun einen Blick auf die verschiedenen 
Perioden werfen, welche in der Gruppe 

y= ee, ad bead, 


(cic iibrigens auch in mannichfacher Weise aus zwei anderen 


Perioden wie y=av-+1 und y= — = erzeugt werden kann) 
enthalten sind. Aus § 34, (14.) wird in unserem Falle - 
ip. ata? , at+4d,.45— 3 > Ot 
(25.) p=—1 4 eo ae ee i 
2) 7 r d - in 
1 oe ea ae ae 7 
Ist nun 


(a+ d)?>—4=0, 
so wird p= 1, und die Periode muss nach § 34 auf eine 
additive reducirt werden. Haben wir 


(a+ dP —4>0,. a> 
so wird p reell und | P| yon ie verschieden; ist dagegen 
Ga =a O > : 
" a so erhalten wir fiir p einen complewen Werth, und | si 
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so dass wir es mit einer Periode zu thun haben, die nach 
einer endlichen Zahl von Tterirungen zum Ausgangswerthe 
zuriickfiihrt (andernfalls wiire die Gruppe unmdéglich). Da 
nun (a+ d)? eine ganze Quadratzahl ist, so kann dieser 
Fall nur fiir 


(a+d?=0 and. (at d?—1 


eintreten. Trifft die erste Relation zu, so ist 


fer 

beim Bestehen der zweiten aber ist 
27% 
ih V3 2 
5 ate 2 <E ve =e 3 ’ 


so dass im ersten Falle die Periode nach einfacher Iterirung, 
im zweiten nach doppelter den Ausgangswerth liefert, 

Bezeichnet man mit Herrn Klein Perioden, welche sich 
resp. auf multiplicatorische, additive und riicklaufig multipli- 
catorische reduciren lassen, als hyperbolische, parabolische und 
elliptische, so ist 


ax + b 
bere sag 2 ad—bcec=—1 


a. hyperbolisch, wenn 

(a+ d)?—4>0, 
b. parabolisch, wenn 

(a+ d)?—4=—0, 


- ¢. elliptisch, wenn 
(a+ dy?—4<0 
ist. 
Als einfachste Beispiele der beiden in der Gruppe vor- 
kommenden Arten von elliptischen Perioden fiihren wir 


: ui 1 
Wee Gm eee 

an. “7 

Hs ist von grossem Interesse, fiir diese Art von Perio- 
dicitit eime Gebietseintheilung der Ebene der complexen 
Zahlen herzustellen; doch sparen wir uns dieselbe fiir eine 
eingehendere Darstellung der héheren Transcendenten auf. 

24* 
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9. Nunmehr ist es leicht zu entscheiden, fiir welche 
linearen Transformationen, also fiir welche Untergruppe von 
(20.) oder (21.) die Ausdriicke 

13(0) = # (x) m2 (0), P(e) = P(e) und Yr) = 4") 
ungeiindert bleiben. - Aus 
bhi PO)? 
(26.) J(t) = 7) 
folgt, dass zu jedem J(r) héchstens drei verschiedene 7°(r) 
gehéren, da sich y(t) aus J(t) durch Auflésung der 
Gleichung (26.) berechnet, dass also °(t) fiir alle Trans- 
formationen der Gruppe (21.) héchstens drei verschiedene 
Werthe annimmt, die wir als 
We), t°(), 2°) 
unterscheiden wollen. Die drei verschiedenen Werthe sind © 
aber wirklich vorhanden, da nach Obigem 
Pe 4.3) ma te ag) 


und 


jo(_ 2¥ea shea are 


vin(— me) p*(z) i 


ist und man aus den Beziehungen zwischen #*(r) und x,°(r) 
% leicht erkennt, dass diese drei Ausdriicke nicht identisch 
bt sind. Wir haben die Gleichungen — 


a MetV=4O, £6+9=20, t(-1)=—2O, 
BL) dake+D=2O), wi e+2)—102'(— 2 )—n 
= Uh tt+D=21° ©), 0° +2)=m1'@) te o(— a) HO: . 


Died 8 (t) fir simmtliche Combinationen von 1’ = 1 +2 


und ¢ = — G pp cene ey bleibt, wurde bereits oben be- 


. 
i a 
dames wi 5 ae 
= | und so 
Px: 


nb 


ney formation asst s coe niimlich se < 
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tionen beider Art abwechselnd auf eimander folgen. Denkt 
at +b 


man sich nun eine Transformation 1 = eg: welche y(t) 


in sich selbst tiberfiihren soll, in dieser Weise zerlegt und 
die Partialtransformationen nach einander ausgefiihrt, so kann 
im Laufe dieses Processes y°(r) entweder bestaindig unver- 
_findert bleiben, oder voriibergehend die Werthe y,°(r) und 
4e*(r) annehmen. Das Erstere trifft nach Tabelle (27.) nur 
zu, wenn k immer eine gerade Zahl ist, d. h. wenn die Trans- 


formation eben der Gruppe t = 1 + 2, ¢ = — 2 angehort. 


Im anderen Falle wollen wir die Sache etwas eingehender 
verfolgen. Wir beginnen den Process mit cr =+-+ 1 (etwa 
vorhergehende Partialtransformationen gehéren jedenfalls der 
erledigten Gruppe an) und gelangen von y°(r) zu 4,°(r); 


3 pg 8 : ; ’ 
lassen wir rt’ = — — folgen, so kommen wir zu 4,°(t), bei 
Tt 


dem wir auch nach einer weiteren Transformation 1 —1t- k, 
bleiben, worm k, beliebig ganzzahlig ist; dagegen fiihrt uns 


. . A 1 _ s- 
eine nochmalige Anwendung von + = — — zu 4,°(r) zuriick. 


Jetzt haben wir die Wahl, durch Anwendung von 1 =t+ hk, 
mit ungeradem hk, zu y°(r) zuriickzukehren, oder durch die- 
selbe Substitution mit geradem fk, bei y,°(r) zu bleiben und 
nun ganz wie oben wieder zu y,°(r) zu gelangen u. s. w., bis 
wir endlich durch ein*) tr’ = + — 1 den Process abschliessen. 
Den letzteren complicirteren Fall kénnen wir deshalb ausser 
Acht lassen, weil er leicht auf eime wiederholte Anwendung 
des ersteren zuriickfiihrbar ist; denn man kann z. B. die 
Reihe, in der die Transformationen von links nach rechts 
nacheinander anzuwenden sind, 


1 1 
fee he = —— tt th, tS ——) ett lM, 
a > tco=tthk pea Mh NE Brae 

t? 2) tr? ? 


*) Es geniigt, diese speciellere Transformation an Stelle der all- 
gemeineren t —1t-+k, mit ungeradem &, zu verwenden, da wir 
schliesslich noch eine ebensolche mit geradem / zufiigen kénnen, ohne 
-das Resultat zu modificiren. 


Sl SAC HE a i 3 


t 
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durch die drei folgenden ersetzen: 


1 f at 
t=t+l, t= ——, t=tt+h,, CSS, t =t—I; 
vt =t+ 2m; 
, ig 1 ‘A ve 1 sf } 
t=t+1, 1 a a ee, Ce a 


wo die erste und dritte Reihe den Charakter des ersten 
Falls haben, wihrend 1’ = + + 2m der Gruppe 1 = + + 2, 


al os a : 
t == — — angehért. Wir haben daher nur noch zu zeigen, 


dass eine Transformation, &(r), die aus 
/ , ieee : i, 
t=t+1,¢ SCTE eh Meee a ae 


zusammengesetzt ist, ebenfalls in jener Gruppe vorkommt. 
Zunichst sieht man ein, dass sich &(r), wie wir schon in 
der Bezeichnung andeuteten, als -+ kfache Iterirung von 
£41(t), d. h. von der Reihe 


# il ; , : 1 r 
t==t-+1, pe 57 v=t +1, iced te et hs 


darstellen lasst; denn bei Iterirung von &4;(r) Zerstaren sich 
immer die pee letzten und die beiden ersten Glieder, die 
aufeinander folgen, gegenseitig. Nun ist aber 


80 pee E41(r) durch Aufeianderfolge von 7 = — = und 


T=t— 2, &1(c) durch Aufeinanderfolge Von, t= at =) 


und 7 = — “ entstanden gedacht werden kénnen. 


Das Resultat lautet: we 
4 *@) besitet die Perioden 


eee und ‘har 
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10. Da 
(28.) P(e) = 2°(a) me) = (x) — h(t) = @*(x) — @(e) 
ist, so kann g*(r) nur bei solchen linearen Transformationen 
ungeindert bleiben, die auch y%(r) ungeindert lassen, d. h. 
bei solchen der Gruppe 
(29.) t$et+2, ¢=— 


1 
ey 
andererseits ist aus (18.) ersichtlich, dass einem y°(r) héch- 
stens zwei verschiedene g*(r) entsprechen, dass also g*(r) 
fiir alle Transformationen der letzten Gruppe héchstens zwei 


Werthe annehmen kann; diese sind 


1 
p'(c) md g(—1)=¥@) 
Ausserdem haben wir 
g(r + 2) = 92), 
w'(c + 2) = v°("). 

Um nun die Gruppe von Perioden zu ermitteln, fiir 
welche g*(r) ungeiindert bleibt, untersuchen wir wieder die 
Folge yon Hlementarperioden, aus denen sich eine hierher- 
gehérige Periode zusammensetzen liisst. Soll bei successiver 


Anwendung der Transformationen (29.) g%(r) in keinem 


Stadium des Processes in w'*(r) iibergehen, so dart 1 = a 


gar nicht auftreten. Andernfalls fiihrt uns die letztere Trans- 
formation von *(r) zu w*(r), wiihrend die folgende r’ =1-+ 2k 


keinen Einfluss ausiibt und dann 7 = — = wieder y*(r) her- 


vorbringt; dieser Process kann sich nach Kinschiebung von 

Transformationen 7 = + + 2k, beliebig oft wiederholen; die 

Folge & (x): 

* , je by OE ee 2. “ 

(Want at C= t+2h,. ¢ = ek 

ist aber die kfache (positive oder negative) Iterirung von &,’(z) 
, 1 u 


7 , 
CS tT =T 2 ==, —_—_—"_—* 
2 + 2, = 


Wir berechnen 
t 


Eu (2) = = = 


und erhalten das Resultat: 


ao COUT 
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Die Function g(x) (und hiermit auch p* (x) = 1 — (zr) 
besitet die Perioden 


T=t+2, ESipe” Pity Aes 


wahrend sie fiir keine anderen linearen Transformationen un- 
gecindert bleibt. 

11. Schliesslich wollen wir noch feststellen, welche Pe- 
rioden y(t) und g(r) selbst zukommen; die sich ergebenden 
Gruppen lassen sich zwar leicht definiren, sind jedoch nicht 
auf zwei Transformationen zuriickfiihrbar. (r) bleibt fir 

xi 
t= — = ungeindert, wird aber durch 1’ = 1 + 2 in e*y(r) 
umgewandelt. Wir schliessen, dass y(r) fiir alle Transfor- 
mationen der Gruppe 


1 a} 
t=t-+ 2, 1 


ungedndert bleibt, in denen die erste Transformation 8kmal 
auftritt, wober die Umkehrungen derselben negativ gezihlt werden. 


, os , by 
Weiter erkennt man, dass g%(r) fiir 1 = eta 


geiindert bleibt, wihrend die Transformation cr’ = + + 2 wie 
bei x(x) wirkt; wir ziehen den Schluss, dass p(t) fiir alle 
Transformationen der Gruppe 


, Tt 
Mah aie ea ag as 


ungedndert bleibt, ber denen v = + + 2 8kmal auftritt. 


§ 79. 


Die Modulargleichungen. 


1. Nachdem wir im vorigen Paragraphen das Verhalten 


der wichtigsten Modulfunctionen linearen Transformationen 
gegentiber kennen gelernt haben, untersuchen wir jetzt, welche 
Relationen dieselben bei Transformationen hdheren Grades 
aufweisen. Um gréssere Complicationen zu vermeiden, be- 


_schrinken wir uns auf Transformationen zweiten und ni 


Grades, wo m eine ungerade Primzahl bedeutet. Die tibrigen 
Falle lassen sich auf diese beiden zurtickftihren. ~Auch wollen 
wir an dieser Stelle nur die Functionen g(r) ausftihrlicher 
behandeln, wihrend die umfassenden Betrachtungen, die sich 


eee ee ee 
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a 


an die iibrigen Modulfunctionen, namentlich J(r) ankntipfen, 
in die Theorie der héheren periodischen Transcendenten ver- 
wiesen werden miissen. 
2. In §61,(6.) fanden wir bei etwas andrer Bezeichnung 
7 2Vx() 
“( Nes 1+ x() : 


oder 


ee ee ey ee ee a eee 


Se ee en Ahn 


aa) esboast gt 


Um das Vorzeichen zu bestimmen, wahlen wir wieder +t =7 


und erkennen leicht, dass o(4) dasselbe Zeichen wie (¢) 


(némlich das positive) hat, so dass wir 


1+) oD teria ieee _ 2p? (a) b 
3S) (5) i +o 

a nehmen haben. Setzen wir v=o($), u=g(t), so folgt 
EB (2) ol + ut) = 2u? = 0; 7 


: eee es hat fiir v vier He welche mit 


“i Eiisitainen. 
 Andererseits entsprechen ¢ einem v auch vier ges 9 


T oa fi 
-y)-s 
taaipsil 
LF ecg a) 


sind; in der ersten Formel ist somit das positive Zeichen ae 


ae Faetoren SE eeeaae dass_ Froducte yon m dem Ty 


pee es eee ee ene 
Me er eaters cant %, LP eps 
; > " ne? 
> ee 
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3. Bezeichnet » eine ungerade Primzahl, so folgt aus 
den Gleichungen (23.) und (12.) von § 61 durch Wurzel- 


ausziehen 
a es n—1 
aly, y) ol», »*) te aly, on ) 


EE 2 wt 
vp, p" v(», p*) DL», D m ) 


o(Z)=+ 9° 


n—1 
C(p, «)C(p, a*) ‘ei al», a “ 


p(t) = + gr(7) aa 
D(p, «)D(p, 7) +++ ee 4 ) 


cos am | t, — ] cos am | t, ——] --- cosam |{7, 
n n 2n 
A am (x, 2) sam (c, 28). 4am (Rees 
n n 2n 


Um die noch unbestimmten Vorzeichen reese kénnen — 
wir wieder t = 7 setzen. Hs yrs dann 


Ge ia 

ole ") iter 7) ae: mir é ) 
kat —71 ka 
ee eae, —=) 

vl, € =) : lene eri ) 


positiv, da in der Productentwicklung dieses Ausdrucks nur 


ae 


positive Factoren auftreten, wihrend 9(+) und (#) positiv 


walter Lassen wir in der zweiten Formel die posi 
Factoren unberiicksichtigt, so sehen wir erstens, wenn 
aus den einzelnen C(p, a*) und D(p, a*) die entsprech 
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positiv sind, und zweitens nach § 62, 4, dass das ebenfalls 
auftretende Product 


(«+ 4) (a 4 2) eet =) 


n—1 


ca 22 
=— > 4. COR = 008 


4x 
nN vi) 
das Zeichen 


ceed 
(ais: 
besitzt. Wir haben daher 


tae oad) 
o(», *) o(p, a). D(p, pm) 


Ke] 29) n—i1_, 
cos am | 7, — } Cos am { t, —— }--- cosam | t, —_— 
4 n n 2n 
a Pp (x) aN ae ie ea ; 2 crt 
2 2 8% uv—1% 
Adam wir dam |r, a -++ dam |z, 2 


2 
und 


n—1 
oe O(p, a) O(p, #2) «»- al, a? ) 


(6.) p(nz) = (— 1) ® gr() 


n—1 
Bip, Dip. w ple *) 


n>—1 


=(— 1) * g(r) 


( = ( ee) ( n—1 ) 
cos am | t, — } cos am { t, —]}--- cosam (7, 2 
SY n n 2n y 
dam (x, 2) dam (x,22).. dam (x, "=e) 
: n n 2m 
Setzen wir in (5.) r+ 16% an Stelle von 7, so bleibt 
(§ 78, (9.)) p(x) und ebenso p und selbst pt, ferner auch 


1 I¢ka 1 
2 = 2x9,"(r) ungeiindert, wihrend p"e ” an Stelle von p”, 
2 + 1642 an Stelle von @ tritt, und wir erhalten 


(7) (EH 184) — ore) 


cos am(r, et eos am(s,2— ee) cosam(r, * eee) 


4am (2, 2 t8**) dam (r2° TS2). jam (s, * = 2 Ba ALS 
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4, Aus den Formeln (2.), (3.), (5.) und (6.) von § 62 
erkennt man ohne Schwierigkeit, dass sich 
O(p, #") 
D(p, a") 
fiir beliebige » rational durch 
C(p, #) 
D(p, 2) 
ausdriicken lisst; man muss zu diesem Zwecke nur be- 
achten, dass © 


S?(p, 3) aay eae Bn eNO 


ist. Ausserdem tritt, wie bei einer successiven Entwicklung mit 
Hiilfe der Multiplicationstheoreme ohne Weiteres einleuchtet, 


x*(c) = p(t) rational in dem Ausdrucke fiir ae ; 2 uf. 

Pp, & 
= Ubertragen wir diese Formeln auf die betreffenden ellip- 
ake tischen Functionen, so erkennen wir, dass die einzelnen Fac- . 
toren der Briiche auf der rechten Seite von (5.), (6.) und (7) — 


(5) 
cos am \t, | 


sich durch den ersten Factor { nimlich munya toe 
74 | am ( ay 


x. ed aah Ge a 


und g%(r) rational ausdrticken lassen, so dass wir erhalten — 


cos am («, ee 


t+ 16k . 8 B 
(8.) ee j= 3 ane (t), vie & V+ oe , 


n 


Kee") TOO a. 1s 


e @ iy 
(9.) p(nt) = (— yF | “vor g*(t), (a) 


4m (c, adaalt at 
worin f eine rationale (und zwar cae dieselbe) Pune- 
tion ihrer beiden Argumente bezeichnet. 


ee , der Form von n (7) geht b hervor, dass tile 


PEA Tet? Se ig ta yc ie a eo 


Die Modulargleichungen. 381 


2+ 8k2 bs 
ae ee Lt ee 2 


tritt. Denn zunichst ist aus den 


sand 4am der Werth m 
Q+8k2 


an Stelle von 


- Elementen der Zahlentheorie bekannt, dass die Gréssen 
Im, 2m, 3m, “++ (a — 1)m ' 
fiir den Modul » die gleichen Reste wie " 

Dee ude ees 1b 


_ liefern, da m zu der grésseren Primzahl n relativ prim ist. 
Beachtet man ferner, dass 


: cos am [in —l)m = a ea 
= cos am | me + 8k) — lm saleG 


nv 
pC AES) 
n 


= + cosam (im 


ist und dass das Gleiche fiir 4 am gilt, derart, dass fiir ent- 
_ sprechende cos am und 4 am das gleiche Zeichen eintritt, so 
a a die Richtigkeit des Behaupteten ein. Wir haben daher 


; 

= 

a cos am («, pot te 

ey 8 2 

s (10.) oft ) p(x) f| P(x), fae 6 ae eee 

Bas . ms) 

5 ; Si cos am | a a 

nb SSHih 5 7 seins: 
Ae (x)f y t), oa (as oe aac | " 


ere > ~~ a 


P oe ( n—1 2#+48k2Q 
Sas ! cos am EMail Sete Le 
= 9(x)f| 9°(%), —7 4-7 a Bk 
somo ER 
ni in ee Weise 
cos am («, =) 
am, 


a hee : “= =p" (r)f | @ in eey: 
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cos am ao —) 
dam (r, 5} =) 
Aus diesen Gleichungen folgt 
r{ © + 16k 
Ce tee 
n—1 eae 
pete cos am (s,m #822) 
Sree y(t) >” fr p(t), 2 LBEQ\ |? 
| 1 dam («, m | 


(13) (<1) * “gr(we) 


n—1 


2 


— 2 nr 7) Tr 8 Se, 
ae Pe eee, (x) - r o (x); a ( ) 
; ‘ 7 “ n . 


Beachtet man nun weiter, dass der Ausdruck 


cos am («, a) 
7 o) 
dam («, See 8 a - dl 


(= 


RA 5 
—z > & dagegen im 


wenn man v die Werthe 0, 1, 2, 


Allgemeinen 0, = iv, ce 2,-+-+"7 = wenn jedoch v = 0 
ist, nur 1, 2, 3,--- 


* durchlaufen ist dieselben Werthe wie 


1a a3) me 
cos am (z, m ————— ~ cos am (7, — 
ae Meas Ee thd ste ee 
dam («, m RES) dam (< esl s 


‘zusammen annimmt, wenn und k die Werthe i +2, 3, 
oF ‘ EN, so ist sofort ersichtlich, dass Se 


os (+r CS 
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een (r, a) 


= 5" O2r p*(t), P78 oo) , 


: C . ; n? —1 Ks 
also eine symmetrische, rationale Function der aa Grossen 


ge eS) 
n 


cos am (c, 


dam (c, 202 £28) 


ist. 
5. Hilfssatz: Jede rationale, symmetrische Function der 
n? —1 


Grossen 


conan (1, 102 +92) 


4 am («, 2h2" = ) 


ist rational ausdriickbar durch x? (rt) = *(t). 
Beweis: Bedenkt man, dass nach § 57, (4.) 
8(p, ia) = Ge ® 
ist, so erhilt man aus § 62, (4.) 


n—1 


S(p, ia") = (— 1) ® S(p, tan) 


C?(p, #) 
Leer ss W m 
1 FAACe Oe) C(p, #) D? (p, eae Dis! 
ee yf, 8) D2) 22 ’ 
D(p, « ) (p, 2) m, k eee iy See 
D*(p, 2) S? ie ap") 
eine Gleichung, die nach Wegmultipliciren des Nenners bis 


; — Cp, & 
gum n=" Grade in 212) 
D(p, x) 
in x? rational werden, wie aus der successiven Entwicklung 


mittelst der Multiplicationstheoreme hervorgeht. 


ansteigt und deren Coefficienten 


Cp, 2) wird dann und nur dann nach den Formeln 
D(p, a”) 
(17.), (18.), (19.) und (20.) von § 56 der Einheit gleich, 
wenn, von einem Factor p*” abgesehen, 
2u 
x= op” 
_ ist, worin v und « die Werthe 
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0,1,2,---%— 1 
durchlaufen. Die Gleichung n?*" Grades 
xX? 
jie 


(15.) (= jure nX] els ep") 


he ty eee 


ae ee a) 
hat daher gerade die ? Lésungen 


(ety*) 
ON\p, oy”) 


xX = 


2u 
scl) tz wp") 
Fiir v = 0, w = 0 haben wir ins Besondere 
~ SoD are 
rir oe et great Aa ba 


so dass (15.) durch X — 1 dividirbar ist. Die tbrig blei- 
bende Gleichung vom (n® — 1)*" Grade lasst sich aber weiter — 
in zwei gleiche Factoren zerfallen, da jede Wurzel doppelt vor- 
kommt; denn nach den oben citirten Formeln von § 56 ist 
ae 2 tag. 

aie oe AG ap *) ae ap z) 


soe) eee 
oe * eh So ee i] 
D\p, oe p™ DOD yr mg eo D\ ia ae 


Wir leiten daher aus (15.) eine Gleichung — 
(16.) F(X) = 0 


her, welche gleichfalls noch in x” rational ist und welche 
die ” a | 


Lésungen 


se) ( SB sae i 
ats va ‘pes am Bie ad eee 


: al, wp") dam {t, 4 sf x 


besitzt, worin w und y die frither (z. B. bei Formel (14.)) 
iesraiaigh Combinationen reprasentiren. Alle ration 
: symmetrischen Functionen der letzteren Grossen sind» 
durch die Ooefficienten von (16.) ‘s also auch dureh 
= * (x) rational ausdriickbar. _ 
a Ans (14.) folgt, mit Be 
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Qt) oF) + 9(CES) + ote) +- 


+ p(T EO 8) 4 (1) & "gr(nz) 


n 
= ""(r) Bl p*(r)] 
ist, worin ® eine rationale Function bezeichnet. 
Nach den Siitzen tiber die Potenzsummen in § 13, 2 er- 
giebt sich hieraus weiter, dass simmtliche symmetrische 
Functionen der (n + 1) Gréssen 


(18.) o(=), p(E +28), (Et 2-38)... 
1 


p (a Se (— 1) © (nz) 


sich rational durch g(r) attsdriicken lassen, und zwar ist 
aus der Herleitungsweise dieser symmetrischen Functionen 
aus den Potenzreihen ersichtlich, dass eine homogene sym- 
metrische Function °° Grades len Factor g(t) aufweist, im 
Ubrigen aber in y*(t) rational ist. 

Hieraus fliesst der fundamentale Satz: 

Die (n + 1) Gréssen (18.) sind die Lésungen einer Glei- 
chung (n + 1)" Grades, deren Coefficienten rational durch 
p(t) ausdriickbar sind. 

Diese Gleichung fiihrt, wie auch die spiiter einzuftihren- 
den analog gebildeten, den Namen Modulargleichung. 

7. Aus (17.) ist ersichtlich, dass auch die Potenzsummen 
der zweiten, vierten und achten Potenzen der Gréssen (18.) 
resp. durch g?(r), p*(r), g*(c) rational ausdriickbar sind, 
so dass auch diese zweiten, vierten und achten Potenzen der 
Grissen (18.) Gleichungen (nm + 1) Grades geniig igen, deren 
Coefficienten. rationale Functionen von resp. p(t), g*(t), 
p*(t) sind. 

8. Auch wenn » keine Primzahl ist, sind Modular- 
gleichungen vorhanden, die sich aus den eben als méglich 
nachgewiesenen leicht durch Elimination herleiten lassen; 
da dieselben jedoch keine hervorragende Bedeutung beattcans 
glauben wir ihre Theorie iibergehen zu kénnen. 


9. Um zu zeigen, dass die Modulargleichung fir die 
Rausenberger, periodische Functionen, 25 
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Gréssen (18.) irreductibel ist, beweisen wir, dass jede Gleichung, 
welche eine dieser Gréssen zur Wurzel hat und deren Coef- 
ficienten in g(t) rational sind, die sdéimmtlichen Grossen (18.) 
als Lésungen besitzt. Dies ist wiederum dargethan, wenn 
wir den Nachweis erbringen, dass diese sdéimmtlichen Gréssen 


. T . 
aus emer derselben, z. B. p bss durch lineare Transforma- 


tionen hergeleitet werden kénnen, welche g(t), also die 
Coefficienten der Gleichung ungeindert lassen (s. hiertiber 


§ 78, 11): 
Setzen wir 1 =—t-+ 16k sail t, wodurch g(t) nicht 


geindert wird, so gehen aus p (=) die Gréssen 


paeen AE eee ee) 


n 


W—1 
hervor, so dass nur noch (— 1) ® g(mt) durch eine passende 
t+ 16 &) 
2 


Transformation herzuleiten ist. Substituiren wir in ( = 


worin wir uns die geeignete Wahl von m noch vorbehalten, 


statt +, wodurch wieder g(r) keine Anderung er- 


leidet, so wird daraus 
(832m — 1)¢ — ey) 
2nt—N 


Nun ist es immer modglich, m so zu bestimmen, dass 
32m —1—kn. 
wird, worin & eine ungerade Zahl bezeichnet; wir haben eben 
nur die Congruenz 
32m = 1 (mod. n) ; 

aufzulosen. Da hiernach kn + 1 durch 32 theilbar ist, so 
muss, wenn » = 4r-+ 1 ist, k= 4s- 3 sem, wenn aber 
n=4r-+ 38 ist, k—=4s-+ 1-sein, wie sich durch Ausfih- 
rung der anderen Combinationen leicht ergiebt. Machen 
wir die erste Annahme, so ist 


isu Aihares ens: jes tea 
Ed At Rael a eS 


2nt— Nn 


rie v5 Bie *| . iS ~ Ant — etal 


1 
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(s--1) zi 


1 1 1 1 ‘ 
=9/26+1)--—, BiGh: 7 
(s+-1) zi 
(ae 2nt—n+1 
=e * 9|— ee | 


oder mit Beriicksichtigung, dass 


o(— ==) = 9(t) 


ist, 
(832m — 1)c — 16m Sar Qner—n+1 
9 Q2nt —n =|= ae “of =] 
(s+-1) zt <a (-+1)zi —(n—1)xi 
=e * glnz — "= 4) 6 4-¢ p(n) 
(s--1—r) zi 
=e * (nt). 
Ist n= 4r+ 3, kh =4s+ 1, go eet 
(82m — 1)t — 16m] __ o| | 
2nt—n eo Sy Se — 2n 


smi 
= g|2s +5 ~~ int — minis e*l>— Ant — al 


Ss as 2nt —n— | 
7, Ant — 2n 
oder, weil 
»(—9-24) = 9) 
ist, 
sks Sie a et gl ta _ 
2nt—n = ve 2 
smi —(n-+1) ni (s—r—1) ti 


=ete % g(nr)—e 4 yp (nt). 


Untersuchen wir nun die vorkommenden Potenzen von 
e genauer! . Im ersten Falle ist 


kn + 1=(4r + 1) (48 +3) +1=—16r(s+ 1) +4(s+1—7) 
durch 32, also 

4r(s+1)+s+1—r 
durch 8 theilbar, woraus wir weiter schliessen, dass s-+- 1 — r 
den Factor 4 enthalten muss, so dass s + 1 und r entweder 


beide gerade oder ungerade sind. Machen wir die erste An- 
25* 
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nahme, setzen also n = 89 + 1, so ist 4r(s + 1) durch 8, 
also auch s+ 1—~r durch 8 theilbar, somit 
(s1—r) i 
Chic a eee 
Sind dagegen + und s-+ 1 ungerade, haben wir also 
n=80-+5, so ist 47(s-+ 1) nicht durch 8, somit auch 
s-+1—vr nicht durch 8 theilbar, so dass 
(s--1—r) zi 
ev * i= —1 
wird. — Im zweiten Falle muss 
Asn +1) +r+1—s ‘ 
on 8 und r+ 1—s wieder durch 4 theilbar sein, so 
dass r+ 1 und s gleichzeitig gerade oder ungerade sing! 
Sind sie gerade, ist also n = 89+ 7, so_ist 4s(7 + Be “= 
also auch r + 1— s durch 8 theilbar und 
(s—r—l) zi 
e * =1; 
sind sie ungerade, also n = 8g + 3, so ist BA iy 1) und 
y + 1 —-s nicht durch 8 theilbar énd 


(s—r—1) mi 
€ f= —L 


Diese vier Faille lassen sich leicht eoelmetmunt se wenn 


< man bedenkt, dass 

f ried 

: (—1)5 } 
gleich + 1 oder gleich —1 wird, je nachdem einerseits 


n=8o0+1 oder 89+ 1, oder andrerseits n= 80+ 3 
oder n = 89 + 5 ist; wir tuber 


w—1 


g eae = (—1) ® (mn). 


2nt— nN 


Hiermit ist erwiesen, dass o(% ) durch Tansee ‘ 
die p(x) wngetindert lassen, im die tibrigen Gréssen (18.) tiber- 
gefiilrt werden kann; die Frreductibititiit der beget g 


ist also ae aenes. os eer 
(10. Ehe wir zur wirklichen’ Anvstellong der M odular. 

giei hungen iibers sehen , ist es von w ichem Vo 

ein buen ieee oe n de 


‘ 
7 
j 
d 


_ Wir setzen in der Folge w= g(t) und schreiben fiir die 
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Modulargleichung 
ag.) *. Fe, u) = 0, 
so dass v die (n + 1) Werthe 
\ nr—1 
m= 9), v= (= 1) ¥ o(ne) 
erhiilt. ‘. 
Bedenkt man, dass eine Liésung von (19.) 


n?—1 


Vn= (—1) ® p(nz) 


ist, wahrend andererseits auch v, = o() zu den Lésungen 


iy _gehirt, so ist ersichtlich, dass sich- 


nm—1 e—l 


(—1) * w= (—1) * 9@) 


durch dieselbe Gleichung aus x, = (=) muss berechnen 


ss lassen, durch die v,, aus uw hergeleitet wird. Unter Beriick- 


_ sichtigung der lecadarnniiee der Modulargleichung folgt 
_ hieraus , dass letztere HraKek bleiben muss, wenn man w 


Se; i m1 


. 4 Sika: aia 


_ mit Sy so hat die neue Gleichung i der urspriinglichen 
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nti krti 


( wii Jae 8 Pie: DSR 
a ae j [a 
2 n 
(n-Lk) ni 
= ¢ iS es 
t + 16m 
ian) 


Setzen wir n= 87+ 0, k=8s-+ 8, wo o« und B je 
eime der Zahlen 1, 3, 5, 7 bezeichnen, so folet daraus, dass 
kn + 1 = (8r+a)(8s+ B~)+1 ; 
= 64rs + 8r6B + 8satap+1 
durch 16 theilbar ist, dass w#B + 1 durch 8 theilbar sein 
muss, d. h. dass, wenn a = 1,3, 5,7 ist, 6 =17,5,3,1 sein 
muss. Da ferner “— 
8rB + 8sa+aB+ 1 
durch 16 theilbar ist, so finden wir ftir die Fille « = 3, 5, 
B = 5, 8, wo a6 + 1 = 16 wird, dass rf und sa, also auch 
r und s gleichzeitig gerade oder ungerade sein mntissen, — 
wihrend ftir «= 1, 7, B=1,1, wo a6 +1=8 ist, 


rfp und sa, also vale y und s vecwicanitt — haben. — 
Im ersten Falle ist 


n-+k=8r+t 8s4+ 8 é 
durch 8, aber nicht durch 16, im zweiten jedoch durch 16 : ; 
ehailbaee d. h. es ist wieder 

(nk) ni Poeall 
ce =(— 1) ve $ 
also : 
1 
Snes ee 
en, t + 16m 
=) a 
Vertauscht man as in der yan Se t mit 


= ET e do haw s) mit —— oo oder u mit — — und gleichzeitig v 


eine Lisung gemeinsam, ist also wegen der aime 
mit ihr identisch. 


Die Moaagloicony bleibt -ungelindert, wenn man w 
— i und ago v mit — -— vertauscht. 


/ 
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12. Setzti man — + an Stelle von t, so ist 
1 
9(— =) = (zr), 
1 4 
o(— se) = Hn), 


und man sieht genau wie soeben, dass fiir w(x) dieselbe Modular- 
gleichung besteht wie fiir —(t). 

13. Denken wir uns das héchste Glied der Modular- 
gleichung von jedem Coefficienten befreit, so stellt das letzte, 
yon v freie Glied die Grosse 

m—1 

a t t+16 7+2-16 t-+-(n—1)-16 
(a) * (5) 9( Z )o( )-- (ER) on) 
oder nach (6.) und (7.) das Produet (vgl. auch (14.)) 

(«, Qu 2’ + S) 
n 


p+ (7) Il KEES 228’ po 2) 
nH 


‘sy dam \t, 


dar; nach § 62, (13.) erhalten wir aber ftir das Product I7 
den Werth 
n—1 


nv—l n—l 
i aaa 1 4 aot ee Saas a n—1 
( 1) b a) ( ) (5 @) 
und somit fiir das letzte Glied 


n?—1 n—1 
(20) (<1) ® p(t =(— 1) 2 wh, 

Denken wir uns nun die Nenner der Coefficienten der 
Modulargleichung wegmultiplicirt, so dass deren linke Seite 
eine ganze Function in v und w darstellt, so muss sie nach 
dem eben Gefundenen die Form 


n—1 
Cyortt + Co + Cort + ++» + Get (— 1) * Guwtti=o0 
annehmen, worin die ©; ganze Functionen von w sind. Da 
aber eine gleichzeitige Vertauschung von w mit v und v mit 
121 
(—1) ® w die Modulargleichung nicht indert, so wird C, 
eine yon w unabhingige Constante sein miissen, so dass wir 
zu schreiben berechtigt sind: 


n>—1 


21) v4 C4 Gort +--+ Got (—1) © wt = 0. 
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14. Aus den Untersuchungen der Nummer 6. dieses 
Paragraphen geht hervor, dass 


C. = u™ fy, (v8) 
ist, worin f; eine rationale Function von u8 ist, die aber, 
weil die CO, in (21.) ganze Functionen sind, nur eine Potenz 


von w* zum Nenner haben kann. Die Modulargleichung 
nimmt somit die Gestalt an 


(22.) ot + ww (ay + ayu® + ayul® + --) 
+ ow (b, -E bu ble +E - +.) 
aor 
ae 
4- vUn (HM, a nue + Ny mie a 53 *) + (— 1) 8 yeti = 0, 


worin 


m, = nk (mod. 8) 

ist. Hierbei ist noch zu beachten, dass die Coefficienten 
der Gleichung wegen der (unvollkommenen) Symmetrie in 
wu und v ausser dem letzten den Grad n nicht tibersteigen 
k6nnen. 

15. Nachdem wir so die Coefficienten der Modular- 
gleichungen wesentlichen Beschrinkungen unterworfen haben, | 
bietet die Berechnung der noch wunbestimmt gebliebenen 


Constanten in jedem einzelnen Falle keine Schwierigkeit dar. 
Der Ausdruck 


a — Vont A+ vp) + p’) (1 + p%)--. 
= V2 pt +p) (1 +p) 1 +p) 21 —p) (1 —p) (1p) 


lasst sich nfimlich durch mechanisches Ausmultipliciren der 


unendlichen Producte, von dem Factor p* abgesehen, in eine 
nach Potenzen von p fortschreitende Reihe entwickeln, deren 
allgemeines Bildungsgesetz freilich auf diese Art nicht klar- 
gestellt wird; wir erhalten 


(23.) w= (0) =//2 p(1—p + 2p? — 3p? 4p'— 6p +9p%...), 
Multipliciren wir diesen Ausdruck wiederholt mit sich 


selbst, so finden wir auch die Potenzen von (23.) bis auf. 

n—1 
beliebig viele Glieder. Fiir v kénnen wir (— 1) ® p(nt) 
nehmen und haben dann 7 


— . 
=~ ., . aa 


ee ay ee ee ee 
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n?—1 n 

(24.) v= (— 1) * V2 °(1 — p+ 2p™" —-3 p* 4-4 pt" —...), 
sowie entsprechende NReihen fiir die Potenzen von v. Setzen 
wir nun diese Reihen in das Schema (23.) fiir die Modular- 
gleichung ein, so heben sich die Irrationalititen heraus, und 
wir finden die noch fehlenden Constanten durch Gleichsetzen 
gleich hoher Potenzen von p; natiirlich gentigt hierbei eine 
beschriinkte Anzahl von Gliedern der Reihen. 

Fiir » = 3 haben wir zu setzen 

vt + ava? + bou — wt = 0 
oder 
4p(1 — 4p 4 ---) — 8ap(1 — 3p — --) (1 — Bp —--) 
=2b(1 —p*+ --)(1—p+ 2p?) —4(1 — 4p — 4p? + -)=0, 
woraus 
—2b—4=—0, 


4— 8a+ 2b+ 16=—0, 
also 
b= —2,4u=—2 


folgt, so dass schliesslich die Modulargleichung 
vt + 2v3u® — 2Qou — ut = 0 
oder 
(25.) ow — wi — 2vu(1 — u*o*) = 0 
resultirt. 
Genau in derselben Weise finden wir fiir 25, 7 und 11: 
(26.)  v® — u® — 4uv(t — ut) + 5u?v?(o?— wu?) = 0, 
(27.) v® — 8u'v' + 28u%v® — 56u°v® + TOutvt — 56x80? 
+ 28u?v? — 8uv + ue = 0, 
(28.) vo? — uPolt(22 — 32u®) 4+ 44u%o' 4 22u09(1 + 4u°) 
+ 165u*e* + 132u'v? + 440? v8(1 — aS) — 132uPo° 
— 165u* ot — 22u%v(4 + u®) — 44ue? 
— uv(32 — 22u8) — u?® = 0. 
16. Die Function g(r) ist keieswegs die einzige, fiir 
welche Functionalbeziehungen von dem Charakter der Modular- 
gleichungen bestehen; vielmehr ist ftir s¢immtliche Modul- 


functionen die KExistenz iihnlicher Gleichungen geradezu 
charakteristisch. Hine fundamentale Entwicklung derselben 
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gehért in die Theorie der héheren Transcendenten; hier 
sollen nur wenige Bemerkungen dariiber Platz finden. 

In Nummer 7 dieses Paragraphen bemerkten wir bereits, 
dass auch g*(t), p*(r) und g%(r) Modulargleichungen ganz 
analoger Art befriedigen; andererseits hat es auch keine 
Schwierigkeit, fiir y(z), y(t), y*(r), 4°(x) solche herzuleiten; 
doch glauben wir darauf nicht eingehen zu brauchen, da wir 
in jedem einzelnen Falle fast dieselben Schliisse zu wieder- 
holen hitten, wie bei g(r). Das weitaus grésste Interesse 
nehmen diejenigen Gleichungen fiir sich im Anspruch, denen 
die ,,absolute Invariante“ J(x) geniigt; wir wollen ein paar 
Zeilen auf dieselben verwenden, da hier die eigentliche Natur 
der Modulargleichungen am Hinfachsten und Pragnantesten 
hervortritt. Zunichst behaupten wir: 

Jede rationale symmetrische Function der (n + 1) Grossen 
(n bezerchnet wieder eine ungerade Primzahl) 


(C9) 5G), (a a" =e a! su =), Jan 


bleibt fiir jede lineare Transformation ungedndert, besitzt also die 
beiden Perioden 
(30.) ct =t+1 und gas. 


Die (n + 1) Gréssen (29.) sind daher die Lisungen einer 
Gleichung (n + 1)*" Grades, deren Coefficienten eindeutige 
Functionen mit den Perioden (30.) sind, und diese Gleichung 
ist wrreductibel. 

Diese Behauptung ist erwiesen, wenn es sich zeigen 
lasst, dass jede lineare Transformation die Gréssen (29.) 
ungeiindert laisst oder nur untereinander vertauscht, und dass 
andererseits auch wirklich durch solche Transformationen 
jede der (n + 1) Gréssen aus jeder hergeleitet werden kann. 
Das letztere ist unmittelbar ersichtlich, da 1 —1-+ ik bei 
geeignetem k jede der » ersten Gréssen in jede andere der- 
selben iiberfiihrt und J(mr) ungeiindert lisst, wiihrend wir 


1 
durch rf = — > aus der ersten 


. 
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erhalten. Um weiter darzuthun, dass die Gréssen (29.) durch 
jede lineare Transformation nur unter einander permutirt 
werden, geniigt es, den Nachweis fiir die Hlementartrans- 
formationen (30.) zu erbringen, auf die sich alle zuriickfiithren 
lassen. Fiir die erste derselben, c’ =z -+ 1, haben wir uns 


. : 3 ‘ , il 
hiervon bereits iiberzeugt, so dass wir nur 1 = —- noch 
niher zu betrachten haben. Durch diese Transformation 


. . T . . 
gehen, wie wir schon bemerkten, J (=) und J(nt) in ein- 


ander iiber, wihrend aus le a *) der Ausdruck A = *) 


nN Nt 
wird. Sind a, b, ¢ und d ganze Zahlen, welche der Gleichung 


ad—be=1 
gentigen, so ist 


_— Pere, ak n)t — ¢ 
J(* a) td Gas ; at Ia toe — ;) P 


und es fragt sich, ob sich a, 6, ¢ und d so bestimmen lassen, 
dass der letztere Ausdruck die Gestalt J (siete) annimiet. 


rm 
Zu diesem Zwecke miissen wir die ganzzahligen Gleichungen 
ak + bn =1, 


64 t==ml, 
ck + dn =0, 

=e =—al, 
ad — be = 1 


befriedigen. Da wegen der fiinften Gleichung a und ¢ keinen 


von | verschiedenen gemeinsamen Factor besitzen kénnen, so — 


muss”) / = 1, also 
a=—m,c=—n 
und wegen der dritten Gleichung 
d=k 
sein. Die erste und letzte Gleichung, welche hierdurch iden- 
tisch werden, liefern dann noch die Bedingung 


*) Die Annahme / = — 1 wiirde zu dem gleichen Resultate fiihren. 
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—mk+ bn=—1, 
aus der sich, da & und  relativ prim sind,’ fiir m und b 


unendlich viele brauchbare Werthepaare ergeben. J (= ‘) 4 . 
ist also immer einem Ausdrucke J oe 8 2) gleich. Dass auf 
diese Weise nicht mehrere Ausdriicke J 7(<+4) und J (eee) 


in denselben J a) transformirt werden kénnen, geht dar-' 


aus hervor, dass sonst gleichzeitig 


—mk + bn=1 
und 
— mk, + dn = 1, 
also © 
— mk + bn = — mk, + dn 
oder 4 


(b — b,)n = (k — ky)m . 

sein miisste. Dies ist aber nur moéglich, wenn & — k, durch 

n theilbar ist, weil m und » relativ prim sind; solche & und 

k, aber, die sich nur um Vielfache von » unterscheiden, 
eal sind ee: 
Nachdem wir uns so direct tiberzeugt haben, dass die ’ 
Coefficienten der Modulargleichung fiir die Invariante wieder 
Modulfunctionen sind, ist auch der Nachweis nicht schwer, 
dass sie rationale Functionen von J (r) sind. Durch Be- | 
trachtungen, die denen von 3, 4 und 5 analog sind, gelingt © 
es zuerst zu zeigen, dass die Coefficienten rationale Func- 
tionen von x(t) sind, und dann lisst sich das Weitere | 
durch die Bemerkung erledigen, dass diese Coefficienten 
nicht allein fiir die Gruppe von x?(r), sondern fir alle. ‘ 
linearen eee CUPedaD ae ungeiindert bleiben sollen. In v und — 
uw ist diese Modulargleichung, wenn wir die letzten Bueh- a 
staben in analoger Weise wie friiher verwenden, vollstiindig — 
symmetrisch. Die Coefficientenbestimmung kann schliessli 


> 


7 


bt Ae 


--* — ci’ 9 I 4 we ‘oe 
hs bt Cet e ER ie (eae aa eras 


+ f) a by 
Pa: alba, aera ae 
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§ 80. 
Die Multiplicatorgleichungen. 


1. Nachdem wir fiir die Modulfunctionen Functional- 
theoreme in Gestalt der Modulargleichungen gefunden, wenden 
wir uns der Frage zu, ob nicht auch fiir diejenigen Transcen- 
denten, welche sich zu den Modulfunctionen verhalten wie die 
Thetafunctionen zu den elliptischen Functionen, dhnliche Theo- 
reme bestehen. Zu. diesem Zwecke unterwerfen wir Aus- 
driicke wie 

8,2(c) 

320)? 
worin t eine geeignete Transformation n°" Grades von t be- 
zeichnet, der Untersuchung; um nicht zu weitliiufig zu 
werden, beschrinken wir uns auf Ausdriicke 
2 

(L.) oor 
worin ¢ eine Constante bedeutet, deren geeignete Wahl wir 
uns im speciellen Falle vorbehalten. Dass wir gerade diesen 
Quotienten in Betracht ziehen, beruht darauf, dass derselbe 
bei der Transformation der elliptischen Functionen eine Rolle 
spielt; in $ 75 lernten wir den reciproken Werth desselben 
(von einem constanten Factor abgesehen) als “Multiplicator 
kennen, und es ist daher iiblich, die Gleichungen, denen 
Ausdriicke wie (1.) oder iihnliche Sodtipent als Multiplieaton: 
gleichungen zu bezeichnen. 

Fiir n= 2 ist die gegebene Aufgabe bereits durch die 
Gleichungen (2.) und (10.) von § 75 gelést; es ist aus den- 
selben ersichtlich, dass sich (1.) durch x, also %, 2(c’) durch 
und %,?(r) ausdriickt; eim Verhdltniss, das sich in der Folge 
als allgemein giiltig herausstellen wird. 

Im weiteren Verlauf wollen wir unter ” eine ungerade 
Primgahl verstehen, da wir uns spiiter davon tiberzeugen 
werden, dass sich alle andern Fille auf diesen und den vor- 
hergehenden zuriickfiihren lassen. 

2. Wir setzen jetzt bestimmter, nothigenfalls mit Be- 
zeichnung des Argumentes, indem wir die reciproken Werthe 
yon Ausdriicken (1.) zu Grunde legen, 


“— 


al aS ate | 
: 


SO eT We oS ames ia . ; 
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3,2 (z) G°(c) D,?(z) 
My = Sait ake = M. = tee eee 
;-+-16\? ~ 8 t+2-16\’ 
o(5) ox(Ets ) o, (CFE) 
(2) | a 
= 5°(2) ae Dey og) 
ee 9,1(° + (nm es 1): a M., a n 8,*(02) 


und werden zeigen, dass diese (n + 1) Multiplicatoren die Lé- 

sungen emer Gleichung (n + 1)" Grades sind, deren Coeffi- 

cienten sich ganz und rational durch x*(r) darstellen lassen. 
Aus § 75, (14.) und (15.), (4.) und (8.) erhalten wir 


not 
M, a (i 1) - : : 
(=, 5) cosam (=, 5) (25%) 
cos am ioe cos am Libaees -+- cos am (7, ~—_+~— 


: ~ 2n 
Aam(r, =). “A am(r, eave )sin am(r, ©).--sinam(r, (n—1) a) 
nN 2” n an 


und hieraus die allgemeinere Formel 


n—1 
(3.) mS ee a 
cos am («, See Ste. + abe) cos am (:, 2 ut BEG ae Ee yada f 
! n n 
4am(r, eel) eee n—1) 2 T829) gin am («, tad)? % 
ees hie 2 ee 2 
2 n 


sin am («, (n — 1) — | 


und weiter 


4)  U,=(— y= + ith 
cos am («, =| cos am («, ae ++» CoS am («, ae hg i" 


2n 2n 


ay ed 


Cac wie im vorigen aenae zeigen wir, dass alle 


rationalen phil on a der ay ag He Grdssen_ Vi 
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3. Um die Irreductibilitat der Multiplicatorgleichung nach- 
zuweisen, miissen wir zeigen, dass aus einer der Gréssen M, 
etwa M,, sich alle tibrigen durch lineare Transformationen 
von t herleiten lassen, die x?(r) nicht tindern, d. h. die der 
Gruppe 
(5.) ¢=t+1, (= 
angehoren. 

Dass durch wiederholte Anwendung der ersten Trans- 
formation simmtliche Gréssen M;, k = 1, 2, 3,:-- aus M, 
hervorgehen, liegt auf der Hand; weiter ist 


a t 
(Ze = 1 4 acts 
E n 
Cy ps See ate 
o,4( — 


92 (832m — 1)t — ae) 
5s 2nt—n 


oder, wenn wir m so bestimmen, dass 
(6.) 32m —1=—kn 


wird: 


Blea: 
Tt 27 —1 

(7.) Mn & so) ees : 

a 2 

% ont —n 


Ist nun n = Ay + 1, also k=4s-+-3 (vgl. die analoge 
Untersuchung des vorigen Paragraphen), so wird hieraus 


t 27 —1 
UH, (— =) — =e 
k 2 
ty, een ae ey EE NP 
3s 2 Bex’) 
| (ie ee ees of ae) 
= 0,2( wa) a 0,2( ae —1/) 


i ; ; 2nt—n+1 
1 ry a cea 
ee 3 lnc — ) pane 
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a 2 
= (1 — 2r) 8 
Fy (— ee 
< 4nt — 2n 


wobei die Umwandlung des Zihlers mit mehrfacher Hiilfe 
der Formeln (1.) und (2.) von § 78 ausgefiihrt wird; be- 
handeln wir auch den Nenner in gleicher Weise, so folgt 


weiter 
tT g Wea DA A a 2 t 
Mn (— 3329) = an BAe) 
2S T A ( Bat 
3 | WT ; 
ME sl) 
0% 2 (n7) ? 
dah: 


n—1 
da in diesem Falle (— 1) 2? = + 1 ist. 
Haben wir n=4r-+ 3, k=4s-+1, so nimmt die 
Umformung die Gestalt an 


(a eae erat 


oder 
1 =< 1—2t %,?(z) 
Ma ( ae artes Tre ea rales. nBh) 
: aes 
Ee Gee 
SS aoe ie 


1 


da hier (— 1) ? = — 1 ist. 
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4. Befreit man das héchste Glied der Multiplicator- 
gleichung von seinem Coefficienten, so sind die Qoefficienten 
der anderen Glieder fiir endliche x2 endlich, also ganze 
Functionen von x; denn (vgl. § 17, 5) keine der Gréssen M 
wird, wie aus ihrer Productentwicklung hervorgeht, fiir 
|p| <1 unendlich, wahrend x? fiir diese p-Werthe Glle end-_ 
lichen Werthe annimmt. Mit Hiilfe yon § 74, (12.) und (14.) 
lasst sich nimlich fiir jedes endliche, von Null verschiedene x2 


(falls |x’|>1 ist, kann die in § 79, 11 angewandte Trans- 
formation +’ = reer benutzt werden) ein zugehériges t und 
p berechnen, wiihrend fiir x2 = 0 auch p = 0 ist. 
Ausserdem kénnen wir den letzten Coefficienten der Glei- 
chung, C,+41, direct herleiten; es ist nimlich 
Citi = M,M,M,... MM, 
cos? am eee + a) 


n 


ek aah ( 22 E78) Een =) 


n n 


= 


worin « und y dieselben Werthe wie in den Formeln des 
vorigen Paragraphen durchlaufen. Nach § 62, (7.) ist daher 


n—1 
Shag 
(8.) ee — 


5. Bezeichnet man mit My’ die Grosse, die aus M;, durch 
Ersetzen yon t durch nz hervorgeht, so ist nach (2.) 


; n—1 
co aa i fae re a 


Eirsetzt man daher in der Multiplicatorgleichung die Un- 
: et 

2 
bekannte M durch Uae “(t) durch «(nt), so hat die neue 
Gleichung mit der urspriinglichen eine, also wegen der Irre- 
ductibilitét der letzteren alle Lisungen gemeinsam. 


6. Wir untersuchen weiter, welche Anderung die Mul- 


tiplicatorgleichung durch Ersetzung yon t durch — =, also 
von **(r) durch %,?(r) = 1 — x?(r) erleidet. Es ist 


Rausenberger, periodische Functionen, a 26 


402 Siebenter Abschnitt. — § 80. 


(10.) M (i #4) ay ra a? ee 1)? 4,2 (0) 
D T n a a, ice Z 0,2(") 
—(—1)? Mm. 


Durch Wiederholung der letzten Schliisse folgt hieraus, dass 
die Multiplicatorgleichung ungetindert bleibt, wenn man gleich- 
n—1 
zeitig M durch (— 1)? M, %* durch u,? =1— x* ersetet. 
Hat dieses n die Form n=4v +1, so ist die Multi- 
plicatorgleichung in x® und 1 — x* symmetrisch, d. h. thre Coef- 
ficienten sind ganze Functionen von x°?(1 — x*); ist dagegen 
n—=4y + 3, so haben nur die Coefficienten gerader Potenzen 
diese Eigenschaft, wihrend die tibrigen durch Vertauschung von 
x? und 1 — x* das Zeichen dndern, also ganze. Hunctionen von 
“?(1 — x”), multiplicirt mit «2 — x? sind*). 
7. Die Transformation 


Y i — ed —————_——S=> as 


welche x” in = iiberfiihrt, tibt auf M,, die folgende Wirkung 


aus. Hs ist 
La ( t ) 
t Ee4=—11) pant re ee | 
m,( i) = n 2( We ) 
Be Neel arth 


*) Wine ganze Function von 2, und «, niimlich, welche sich durch 
Vertauschung dieser Gréssen nicht findert, also in ihnen symmetrisch 
ist, lisst sich durch x, + #, und #,#, rational ausdriicken, wie dies 
aus § 13 hervorgeht; da nun in unserem speciellen Falle a, = x”, 
X, = #,%, #, + a, = 1 ist, so wird sich jene Function rational durch 
Wy @y = #2x,2 = x?(1 — x”) allein ausdriicken. Eine ganze Function da- 
gegen, welche durch Vertauschung von #, mit #, das Zeichen indert, 
wird in Folge von Division durch #, — #, 1m eine der ersteren Art ver- 
wandelt. Diese Schliisse werden nicht dadurch alterirt, dass x und x, 
von einander abhdngig sind, da man im ersten Falle die betreffenden 
Factoren immer leicht formell symmetrisch in beiden Griéssen machen 
kann. Ist niimlich f(#,) = f(@,), so haben wir auch 


aioe = f(s) = £2). 


Ahnliches gilt fiir den zweiten Fall. 
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teak - t Ares : t 
Ree )* ae) iin as ilece 


ko n Ww nN 
TCStAT Es Tare aaa 
n—l n—1 


; eet ioe wey eee : of pian 1 
4 (— 1) * a 9,4( : ) mat (ae —* 98(1- ‘) 


n—1 


; Eee 1 n—1 
pet (02) 
Py le Sige CM fate Sa 

no t( i) nd ( =) 


ee ee) yr aos 


ead no(% 4) 
vi = vi) 


oder, wenn man beachtet, dass nach § 78, (1.) 
nnet n—1 


O(c +n) =e * (ct) = i(— 1)? (0) 


mM Ly ) wk o,>(z) ie O2(0) 
5 Oe s(z=—1 7 ct n?—1 
a, (eS + n) a,” (tes *) 


of t+nr?—1 
®,°(z) ,2(x) as (aes =*) 


a2 ( tm —1 ) Pn) a a) 


3 2 


n Ww 
oder, wenn 
(11.) (16k =n? — 1 (mod. 4n) 
ist, 
seeeane) 
y ie eee ek a 4,7 (2) O° (zt) : n 
(12.) M,( ee =) : fe 16k 2 (tr) : wale 16h: 
0,( n a, e a 


(t) 
== Me) i: ; 


Die Multiplicatorgleichung bleibt daher ungeiindert, wenn 


Sed MT. durch 


man in thy gleichzeitig x*(x) durch 2@ 
26 * 
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#(t) 


“a ‘o 116k 
dered 
ersetzt, wo k durch (11.) bestimmt cst. 

8. Um fiir den Grad der Coefficienten der Multiplicator- 
gleichung eimen Maximalwerth festzusetzen, beachten wir, 
dass nach .em eben Gesagten die Gleichung 

MH + fb) Me + fy) 4. 


aa 


+ feQu+ So" —o 


mit 
wr “© 


ott (88H) +f (seq) 2m i 


ate in(; aa) ET: ep saa a ae 4 


iibereinstimmen muss. Gehen wir nun zur Grenze p= 0, 
also t = 700 iiber, so bleiben simmtliche Werthe von M — 
endlich; es wird , “4 


n—1 


; Gor 
M, = 1, (vy = 1,2,3,---n), M. ae ea)" : 


~ We *) 


dagegen wird isd) 


1.” ( ob — ; 
; n p=0- 


. unendlich wie 


itaad 


Soll nun eee () at I Se 
3 ee) 


fiir p = 0 endlich bleiben, was nothig i 
endlich wird, So muss, wenn ™m ‘Dati Grad y ‘von 


a 
y' 


: 7 es a ft 
; Hyd bezeichnet, Gas > away aie shied ae 
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(14.) m <™ (1 pb | oder mm < “— 1: sein. 
2 n = 2 


9. Mit Hiilfe der gefundenen Beschrinkungen hat es 
nun nicht die geringste Schwierigkeit, die Multiplicator- 
gleichungen nach genau derselben Methode zu berechnen, die 
uns bei den Modulargleichungen zum Ziele fiihrte. Ist z. B. 
n = 3, so setzen wir 

M* + a(1 — 2x?) M* + 6M? 4+ c(1 — 2x*)M —4=0; 
fiir x* und seine Potenzen fiigen wir die Reihenentwick- 
lungen ein, die wir im vorigen Paragraphen benutzten, 
wihrend wir fiir 

eee (14 + of + ap ae Si ia 

= (isk 2p5 ogee ap APM =P sie -)? 
wiahlen; multipliciren wir die Nenner weg, nehmen die me- 
chanische Reihenentwicklung fiir die auftretenden Functionen 
von p vor, multipliciren schliesslich Alles aus und ordnen 
nach Potenzen von p, so liefert uns die Coefficientenver- 
gleichung die Werthe fiir die noch unbekannten Constanten. 
Wir finden 
(15.) M* — 3(1 — 2x") > + 2M?—4—0 
und ebenso fiir nm = 5 
(16.) M® +- 4[25627(1 — x”) — 26]M*® + 11M 
— 12M°+ 7M’? —-2M+4+1=0. 

10. Es ist nicht unsere Absicht, die Theorie der Mul- 
tiplicatorgleichungen auch fiir einen zusammengesetzten Trans- 
formationsgrad durchzufiihren; wir beschriinken uns auf einige 
Andeutungen. Ist » = mu, m eine Primzahl, so kénnen wir 


M, = mms als Lésung einer Gleichung (m + 1)" Grades 
(7) 


darstellen, deren Coefficienten in (=) rational und ganz 


. . . Tt . 
sind. Bedenken wir nun, dass sich (=) nach dem vorigen 


Paragraphen aus einer algebraischen Gleichung berechnet, 
deren Coefficienten in x*(r) rational und ganz sind, so finden 


wir durch Elimination von (=) aus beiden Gleichungen, 
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dass M, auch die Loésung einer algebraischen Gleichung ist, 
deren Coefficienten in x*(x) rational sind. Mit den verschie- 
denen Lésungen dieser Gleichung wollen wir uns nicht weiter 
beschiftigen. 


Sand 


Die elliptischen Transcendenten als Functionen 
des Parameters. 


1. Nachdem wir uns mit der Natur der Modulfunctionen 
vertraut gemacht und einige ihrer wesentlichsten Higenthtim- 
lichkeiten entwickelt haben, scheint es geboten, einen Riick- 
blick auf die eigentlichen elliptischen Transcendenten zu 
werfen, die uns jetzt als Functionen gweier Variabeln er- 
scheinen. Man kann fragen: welche Perioden besitet irgend 
eine elliptische Function, als Function von + aufgefasst? Diese 
Frage ist fiir die Entwicklung dieser Functionen yon Be- 
deutung. Friiher pflegten wir bei den meisten Entwicklungen 
die Grésse p, also auch t, in den Constanten auftreten zu 
lassen; doch lernten wir auch schon Relationen kennen, in 
denen die Modulfunction x?(r) auftritt, wie die Differential- 
relationen fiir sin am w, cos am w, 4 am w, sowie die Potenz- 
reihen fiir diese Gréssen. Hs ist leicht, die nothwendige — 
ob auch hinreichende, wollen wir hier unentschieden lassen — 
Bedingung fiir eine eindewtige Entwickelbarkeit einer Tran- 
scendenten nach irgend einer Modulfunction aufzustellen. 
Jene Transcendente muss fiir dieselben Transformationen wn- 
geaindert bleiben, welche jene Modulfunction ungedndert lassen. 

2. Ohne Schwierigkeit tiberzeugen wir uns davon, dass 
sin am (t, w) (und in gleicher Weise auch cos am (r, w) und 
A am (t,w)) als Functionen von rt fiir dieselbe Periodicitiits- 
gruppe ungeindert bleiben, welche die Periodicitit von x?(r) 
bezeichnet, d. h. 

, , Tt 
(1.) tr =t+2, ier eee aT 
Dass nimlich die erste Periode sin am (t, w) zukommt, geht 
unmittelbar daraus hervor, dass sich aus der Entwicklung 
fiir diese Function alle gebrochenen Potenzen yon p = e7* 
herausheben. Die zweite setzt sich aus der Folge 
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, 1 , I 1 
| oa 9 rT =F + me C= — : 
, 1 : 
zusammen, Durch + = — — geht sin am (t, w) nach 


§ 77, (28.) in 
: w 
sin am (« 2) e ‘ 
a sin am (t, 7w) 


——— = — wae 


wW cos am (tz, 7w) 
cos am |, -. 
a 


iiber, durch + — + + 2 wird dieser Ausdruck nicht geandert, 


to, é 
und durch 1 = — - wird er in 


j iis am 9) sos am (9) Sin am (6,1) 
guriickgefiihrt. Hiermit ist das Vorkommen der Grosse 
x(t) in den Formeln und Entwicklungen fiir sin am (z, w), 
cos am (t,w) und 4 am (r, w) erklirt. Mit Recht hebt Hern 
Klein hervor, dass «(r), nicht x(t) selbst die fiir die gewohn- 
lichen elliptischen Functionen charakteristische Grosse ist. 

Die Festsetzung der Constante C, in § 56, 1 und von 
Q in § 70,1 us. w. erweist sich jetzt aus einem neuen 
Gesichtspunkte als vortheilhaft; die drei elliptischen Func- 
tionen werden hierdurch zu eindeutigen Functionen von 
x*(r) gemacht. 

3. Die Thetafunctionen besitzen diese Higenschaft nicht; 
doch setzte Herr Weierstrass an ihre Stelle andere ‘Tran- 
scendenten, die transcendente, ganze Functionen von «*(t) 
sind; wir haben auf dieselben bereits in § 73 hingewiesen. 
Mit Hiilfe dieser Functionen lassen sich auch sin am (t, 2), 
cos am (t,#) und 4am (t,w) als transcendente rationale 
Functionen von x?(r) und w darstellen. 


Achter Abschnitt, 


Die periodischen Functionen zweiter Gattung. 


§ 82. 


Hinfihrung der einfach periodischen Functionen zweiter 
Gattung. 


1. An die eigentlichen periodischen Functionen, die wir 
bis jetzt kennen gelernt haben, schliessen sich eng mehrere 
andere Gruppen von Functionen an; wir koénnen nimlich 
nach solchen Functionen fragen, die bei Transformationen 
des Arguments zwar nicht wngedindert bleiben , aber doch nur 
Anderungen einfacher Art erleiden. Wir bezeichnen als perio- 
dische Functionen zweiter Gattwng solche Functionen F(a), 
die einer oder mehreren Gleichungen 


F[y, (2)] = 4, [F(a)] 
geniigen, worin wir uns unter g, und y, im allgemeinsten 
Falle algebraische, in dem speciellen jedoch, den wir allein 
weiter verfolgen wollen, lineare Functionen denken. Im 
Folgenden werden wir die Frage zu beantworten haben: 
Welche eindeutigen, einfach oder mehrfach (linear) periodischen 
Lunctionen zweiter Gattung mit einer endlichen Anzahl wesent- 
licher Discontinuitiitspunkte sind miglich? 

2. Man sieht, dass die Function*) 9, (x) denselben 
Umformungen und Reductionen unterworfen werden kann, 
wie bei den periodischen Functionen erster Gattung; aber 
auch die Function ~,(#) ist denselben Transformationen zu- 
giinglich; denn setzen wir y,F'(«) = F(a), so haben wir 

Fig, (@)] = nF lo, @)| = nr F@) = nby7aF, (2). 


*) g, und y, denken wir uns in der Folge immer als lineare 
Functionen. 
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Hiernach lassen sich alle eindeutigen, einfach perio- 
dischen Functionen zweiter Gattung auf eine der folgenden 
fiinf Normalformen zuriickfiihren: 


(1.) Be + 1) = F(x) 1, 

(2.) F@ + 1) =qF(@), 

(3.) F (px) = F(a) + 1, |p| <1, 

(4.) F(pe)=qF(@), |p| <1, 

(5.) — Ee) =¢F@), |p| =1, |g) =1. 
Dass im Falle (3.) |p| = 1 auszuschliessen ist und dass 

auch |p| = 1, | q| $1 nicht zusammenbestehen kénnen, wenn 


p eine genaue Hinheitswurzel ist, geht unmittelbar daraus 
hervor, dass dann J’'(p*x) fiir alle ganzzahligen & nur eine 
endliche Anzahl von Werthen reprisentiren kann*); auch 
sieht man, dass im Falle (5.), auf den wir nicht weiter 
einzugehen brauchen, g* = p und p eine Einheitswurzel 
sein muss. 

3. Hine Function der Art (1.) ist f(x) = x; bezeichnet 
ferner F(x) eine beliebige Function dieser Klasse, so 
haben wir 

Ea + 1)—f@+ 1) = F(x) — f@), 
d. h. (x) — f(a) ist eine additiv periodische Function. erster 
Gattung. Daher ist F(x) im allgemeinsten Falle eine bvelie- 
bige eindeutige Function mit der additiven Periode 1, vermehrt 
Um x. 
4. Der Gleichung 


F(z + 1) = qF(@) 


f(a) = ev legq : 


gentigt - 


und wir haben 
Ee = 1)... F(x) 
GP rey 
80 dass sich F(x) darstelit als eine eindeutige Function mit der 
additiven Periode 1, multiplicirt mit e* 82, 


*) Ist |p| 1, p keine genaue Kinheitswurzel, so lisst sich leicht 
darthun, dass F'(«) fiir unendlich wenig verschiedene Argumente um 
Endliches verschiedene Werthe annehmen miisste, was nattirlich auch 
ausgeschlossen werden muss. 
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Die Functionen (3.) und (4.) werden wir weiter unten 
in der allgemeinsten Weise construiren; sie sind von den 
Transcendenten, die wir bis jetzt kennen lernten, verschieden, 
stehen aber mit den multiplicatorisch periodischen Functionen 
erster Gattung in engem Zusammenhange. 

5. Wenn eine Function der Gattungen (3.) und (4.) 
ausser = 0 und x = oo einen wesentlichen Unstetigkeits- 
punkt besitzt, so hat sie deren unendlich viele, wie aus (3.) 
und (4.) unmittelbar hervorgeht. Dass die genannten Punkte 
auch wirklich in allen Fallen wesentliche Unstetigkeitspunkte 
sein miissten, lasst sich nicht behaupten, da im speciellen 
Falle auch eine rationale Function die Gleichung (4.) be- 
friedigen kann. Die spitere allgemeine Construction der 
fraglichen Functionen wird iibrigens ergeben, dass dieselben, 
jenen sehr unwesentlichen Ausnahmefall abgerechnet, wirk- 
lich a =O und x=oco zu wesentlichen Discontinuitits- 
punkten haben. 


§ 83. 
Einftthrung der mehrfach periodischen Functionen zweiter 
Gattung. 


1. Soll eine eindeutige Function ’(#) zwei oder meh- 
reren Gleichungen 


P(E, (@)] = nf FO), 
FE (@)| = 1 TP) 
u. S. W. 
geniigen und & und &,’ sind vertauschbar, so erkennt man 
sofort, dass y, und y, dieselbe Higenschaft besitzen miissen; 


denn es muss 
FUE; ae (x)| i Fig, & (a)], 
m4, F(a) = 9, 9, F(a) 


, 
mM, (%) = m1 11 (2) 
sein. Die hiernach méglichen Combinationen von vertausch- 
baren Perioden werden im Folgenden discutirt. 


a. I'(a + 1) = F(a), 
F(a + n) =m + F(@). 


also 


oder 
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Diese Transcendenten lassen sich aus den. Functionen 
f(px) =m + f(x) 
herleiten, indem man ¢?”* fiir # einsetzt und p = 27 wiihlt. 
Der Fall, dass » reell ist, muss ausgeschlossen werden, wie 
héchst einfache Betrachtungen zeigen. 
b. F(a +1) = F(a), 
F(a+n) = F(a), 
F(a + n,) =m, + F(@). 

Nicht médglich, wenn zwischen 1, und m, keine lineare, 
ganzzahlige Beziehung besteht, weil F(a”) als Argument in 
eine Function mit der additiven Periode m, eingesetzt sonst 
eine Function mit drei additiven, von einander unabhingigen 
Perioden hervorbringen wiirde. 


G. F(«@ +1)=1+ FC), 
F(a + n) =m + F(a). 
Bezeichnet f(#) eine Function mit der additiven Periode 
1, so muss F(x) nach Friiherem die Form haben 


Fe) = 2+ f@) 
weiter folet aus der zweiten Gleichung 


otnt fetn)=2+ fa) +m 
f(a + n) =m — n + f(x), 


d. h. f(#). muss eine Function der Art (a.) oder, wenn 
m — n = 0 ist, eine doppelt periodische Function sein. 
d. F@ +1) =F), 

F(@ + n)=m-+ F(a), 

Fle + n,) =m, + F(a). 

Ist ohne lineare, ganzzahlige Beziehung zwischen 1, n, 
mn, nicht méglich, weil durch Kinsetzung von F(«) in eine 
Function mit den additiven Perioden m und m, eine dreifach 
periodische Function hervorgebracht wiirde. Dieser Schluss 


oder 


bleibt’ auch im Wesentlichen richtig, wenn = eine reelle, 
1 


rationale Grosse ist; ist dasselbe irrational reell, so sind 
Niherungsschliisse anwendbar. : 


“ “y 
; 


(<2 UY oe ae ae Pe A ¥ 
‘ A ie "=. Sid ge fs \ ae A ater ot re 
: . a Se at « toe ef ik 
~~ ; + 1k © eee 
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@. : Fe +1) = 1+ F(a), 
Fe +n) =m + FC), 
F(% + m) =m, + F(a). 
Hier miisste wieder 
F(a) = x2 + f(a) 
sein und f(#) den drei Gleichungen 
f(@ + 1) =f), 
fe +n) =m —n +f), 
f(@ + m) = m, — m, + f(@) 


. gentigen, was nach d. nicht moglich ist, wenn nicht gleich- 


zeitig. 
m—n=0, m,—n, = 0 
oder ne 
mM=N, mM, =n, 
% wird, weil alsdann eine Constante die Stelle von f(a) ver- 
Epa treten kann. In der That gentigt “ -—-+e unendlich vielen 
om Beziehungen dieser Art. 
Bf F(a +1) =F), 
“a F(a +n) = qF (2). 
Zuriickfiihrbar auf die Functionen 
(px) = af (a); 
Bedingungen wie bei a. — : . ; 
S | F(«+ 1) =qF(@), 3 ae . 


Ea ae m,) = 9g, F(a). 

Setzen wir F(x) = _ gt losy {(z), wobei wieder f(w) eine 
Function mit der additiven Periode 1 hezeichnen mige, so 
ist nach dem vorigen Paragraphen der ersten Gleichung in _ 
der allgemeinsten Weise Gentige geleistet; aus der zweiten Bigeko 


ay fe +) = qe-mreaf(a), 

fd: h f(@) ist eine Funetion aes ee Art. 

2 ‘h. 
v7 Poa io + ‘i pt 
p Pica fatty yal 


af 


= hae pis A 


: ie 
as EF ht 
patie & 
t 
‘a7 


Cs =‘ 
= an 
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Wiirde in eine Function mit der multiplicatorischen 
Periode q, eingesetzt eine dreifach additiv periodische Func- 
tion hervorbringen. 

1, F(¢ + 1) = F@), 
E(a@ + 2) ae qi'(@), 
F(e +) =4F(@). 

Die Unméglichkeit solcher Functionen folgt aus g. und h. 

k, F(e +1) =4F(2), 
F@ + 1) = F(a), 
F(a + n,) = @ F(a). 

Ebenso unméglich nach g. und i. 


i E(px) = F(a), 
F(p,2) = 1+ F(2). 
mn, F(p2) =1 + F(a), 
F(p, 4) =m, + F(z). 
n. F(p2) = F(), 
F'(p, 2) = 4g, (2). 
0. E(px) = qF2), 


F(p,4) = 4 F@). 

Die vier letzten Falle werden durch die Substitution 
&=evrlsP auf b. d., h. und i, zurtickgefiihrt und sind daher 
unméglich, 

2. Uber die nicht vertauschbaren Perioden bei Func- 
tionen zweiter Gattung kénnen wir uns sehr kurz fassen, 
da uns hier ganz analoge Verhiiltnisse wie bei den Functionen 
erster Gattung entgegentreten. Haben £, und &;’ die Form 
az + 6, so kénnen wir die Untersuchungen von § 66, 2, 3 
und 4 wiederholen. Wir finden, dass dann F(x) unendlich 
vielen, im Allgemeinen von einander unabhiingigen Relationen 


( F@ +n) = s(FO)] 


geniigt, wo die verschiedenen «(x) nach Friiherem vertausch- 


bar, also alle gleichzeitig auf die Form (a) = # + m oder 
&(~)==qza reducirbar sein miissen. Hieraus folet — un- 
wesentliche Ausnahmefiille abgerechnet — die Unmiglich- 
keit der fraglichen Functionen. 
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Im allgemeineren Falle ergiebt sich wieder das Vorhanden- 
sem unendlich vieler wesentlicher Discontinwititspunkte; die 
hierbei vorkommenden Ausnahmen sind ohne sonderliches 
Interesse. Das Gesammtresultat des vorigen und des gegen- 
wirtigen Paragraphen lautet: 

Lis giebt vier wesentlich selbstindige Arten von speriodi- 
schen Eunctionen zweiter Gattung mit einer endlichen Zahl 
wesentlicher Discontinuitdtspunkte, niimlich die durch die 
Gleichungen 


ab F( px) = ql(a), |p| <1, 
b. F(pa) =1+ F(@), |p| <1, 
& F(a +-+-1) = F@); 
F(w +n) = qF(o), 
d. F(a +1) =F), 


F(a +n) =1-+ F(z) 
charakterisirten. Die Functionen a. und b. wollen wir als 
multiplicatorisch periodische zweiter Gattung vom Typus 1 und 
2 unterscheiden, wihrend wir die Transcendenten c. und d., 
die sich auf die beiden ersten zuriickfiihren lassen, als doppelt 
periodische Functionen vom Typus 1 und 2 begeichnen. 


§ 84. 
Die multiplicatorisch periodischen Functionen zweiter 
Gattung vom Typus 1, 

1. Da eine eindeutige analytische Function F(x), welche 
der Gleichung 
(1.) F( pa) = ¢F (2) 
geniigt, nach § 82, 5 héchstens zwei wesentliche Disconti- 
nuitiitspunkte, niimlich «=O und x= oo besitzen kann, 
wenn sie deren nicht unendlich viele hat, so wird sie im 
allgemeinsten Falle eine transcendente rationale Function im 
weiteren Sinne sein. Machen wir zuerst die Annahme 


‘ a_, dg 

F(a) = dy + a," + a, BRO i Baga otis Be 

so kann (1.) nur befriedigt sein, wenn alle Glieder bis auf 
eines verschwinden; wir haben dann 
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(2.) F(a) == apa" 
und g=p*. Dies ist die einzige algebraische rationale Func- 
tion, welche (1.) befriedigt. 

2. In allen tibrigen Fallen kann F(a) keine Function 
sein, welche nirgends ausser in « = 0 und =o unendlich 


= dieselbe Higenschaft besitzt, wird (xv) auch 
Nullpunkte haben miissen. Wird aber F(a) in «=a Null 


oder unendlich, so ist wegen (1.) das Gleiche in den Punkten 


wird; da = 


a, ap, ap”, rts <, ae ed gi 
Pp Pp 
der Fall. Wir ziehen hieraus den Schluss (vgl. § 49), dass 
F(a) aus denselben Elementartranscendenten wie die multipli- 
catorisch periodischen Transcendenten erster Gattung zusammen- 
gesetzt ist. Dass kein nirgends Null werdender Factor hinzu- 
treten kann, lisst sich wie dort nachweisen. 


Es ist 
e{ yp, — es € aR Wn Fs ion 
Pp, a, P; ay @ “a 


@)  F@)=—c— 


ARE: x aN 2 
(2, an x) é (» a 5) shea (», het 5) 
1 1 n 


wobei 

(4.) Wy Ag? ** On = 0,b,+++ dng 

ist. Die Zahl der Factoren in Zahler und Nenner ist die 
gleiche, kann jedoch — im Gegensatze zu den Functionen 
erster Gattung — auch 1 betragen. 


3. Bezeichnet f(#) ebenfalls eine Function, welche (1.) 


gentigt, so hat 
: F(a) 


f(#) 
die multiplicatorische Periode p; man kann daher jede Func- 
tion F(x) durch irgend eine solche, multiplicirt mit einer 
multiplicatorisch periodischen Function erster Gattung, aus- 
driicken. 


HAS ste Achter Abschnitt, — § 85. 


§ 85. 


Partialbruchreihen und Potenzreihen. 


1. Indem wir jetat p*® als Periode wihlen und = statt ¢ 


schreiben, fiihren wir als einfachste hierher gehorige Tran- 
deandants 


fe F n(p, a &) ; 
(1.) Hs (p, a) 5 n(D, 2) . =i ; 


ein. Hs ist dann 


(1+ paay(t + paz) (1+ 2) (1 4”). 


ee ae "ated hese (eee re 
oe und © ae 
; a ih) 
? (3) mi, Sel al See (a se ee) sia (are “+ ee) tes 4 
ye = en eet eerste 


und es gilt die Relation 
< 1 
(4.) | Aap, pe 
2. Um H; (yp, x) in eine Partialbruchreihe zu entwickeln, 
i Setzen Wir, ae 


Dp a © la i 
Ha (9) = Ae de tas Sy 


2 1420 


Hence Ausdruck muss iibereinstimmen mit 


tifpe t cpp + poy ee 22 


aH, (p,p?a) = 4 faa + Apa Appa? fo 


b n oe a 
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A,=— 


dart, = cat 


foe! PF ere aw ey oe 


Po ee ee 


Da indessen die so gebildete Reihe divergirt, fiigen wir 


« 


__ jedem Gliede eine Constante bei und iMieaviase dann von 
= Neuem, ob die erhaltene Reihe der Gleichung (4.) geniigt, 
a welche zusammen mit den Unendlichkeitspunkten die Function 
a ee 1 1 (Pp, x) bis auf einen constanten Factor bestimmt. Wir setzen 
ig 


Hy (9,2) =C+ ¢ — ta) te 1+ pa —itp) 
oe | 


é : 1 pi 1 ai 
am te (ips- ite) + - 4/ 2 Fy | 


PA ces ‘ ey re 1 
“a alte ear pase es 
Ps 3 PS i x 


de! soll identisch sein mit 


ae 1 
Heer cp) 
nf 1 
ifpat ip 


: tor a) = al —e + ac ( : 


A Oe 


ae 7" 


Abe 
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woraus wir finden 
Bern let SF Pp a 
ons 1—a fares t+ Ap ace (eee 


at p® G +- z) + a5 
(1+ p*) (+ b*) a* 
Doch bestimmen wir C und c¢ einfacher in ae 


Weise. Es ist 


n(p, @) 
(5.) ves (p, 1)  ¥ n(D, n(p, 1) : =, 


woraus mit Hiilfe von (3.) weiter folgt 


Hi(y, —) =H 


a PA, ep aaa 1 
~ n(p, y+ ool eer pints | 4 PG ae 
2 
a 
oder 
n(P, — 4) __ 1(P, Y ten? (p*, 1) a pe\s 
n(p, — 1) n(p, 1) a ak S(p ) a’) 
oder 


(6). goss iatny(p*, a!) [n(p, a)n(p, — 1)— np, — @) n(p, 1)] ‘ 
2 1s (9°, a) ng (p% 1) ne(P*, 1) 0(P, 1) 0(~, — 1) 
‘ : Nun ist aber mit Beriicksichtigung von 

ie 0(p, Be) = = n(2, au): 
np, 4)0(v, — 1) — ap, — a)n(p, 1) 
= paln(p, p*a)n(p, — 1) + a(p, — ‘dale, D) 
= 2pan’(p*, — p*a) 


nop, a’) = np", — — tt), 

: 1, (p3, a) = — ia pin(p*, — p', 4), 

fon ie ow (p?, 1) = p'n(v*, v, 
eae A a(p', 1) = 7(2", ies 

_ Setzen ee dies Alles ein, so f 


{ 
i 


und weiter 
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Weiter haben wir mit Hiilfe der Transformationsformeln 


n(p*, — a)n(p*, ceee pa) == = ee) n(p, AT a), 


0 (p*, 1) (»*, p*) = nn n(P, P), 


und es wird 
aan 1(P, — pa) oe + 1(p, — pa) 
7.) ¥ rote 1(P,p)n(p, 1)y(p, — 1) er Ny No Ng 


on 2iatn (», a’) : 
No N23 


Wir haben somit 
= = (p, a) Mire -m(p, a) 
(8.) Neg t) = n(D, 1) a No Nz Ng 


wo |: anti 
> eae 1 ae ) 


0 
1 1 1 
~ 2n-f ae IG, | 


an 
a? \1+>— 
oder 

2) 1 

9. H,(n.2 n(D; n(P; @) jh (p, a* ri pare) 

os 1, ler 7) hae No Ne Ns aot 

= 
Qnt1 1 2n—1 1 
prt Fy 2 ie x? 
- Tp pHi 1 + pty oo pat 
x 
oder 

1 

10. ay > n(p, @) 4m (p, a?) igen Uh 

(10) a(?, = nlp, 1) + Mo No Ns ee 
1 @n1 
a 1 Qn a? a 

ne 
oa A il Int1 aes — + = ign TBS 
1 pet a) at a Pe 
1 2n-+1 1 
0 os, i+e%t(« 4 4) + pie? 


Diese Reihen convergiren fiir beliebige x, aber nur fiir 
solche a, welche der Bedingung geniigen 


" 


27* 
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Liegt a ausserhalb dieser Grenzen, so kénnen wir 
a= ap setzen, so dass a jener Bedingung genitigt, wihrend 
k eine positive oder negative ganze Zahl ist. Hs ist aber 


__ n(p, az) n(p, apa) CO n(p, aa) 
Hi, le n(p, ©) yp, e) ~~ ® iggpa) 


und jetzt hat die Umwandlung in eine Reihe keine Schwierig- 
keit mehr*). 

3. Um eine Entwicklung nach steigenden und fallen- 
den Potenzen von 2 herzustellen, gehen wir von (8.) aus 
und erhalten 


a (p, x) = mea) a) +2 gn iG a J) 


n(p, 1) 1) No Nz 13 
: ce 
ee) 4 os 
aa 
; Se 1)" = 
T ee 
a 
1 
2). 4 ca 
+ DH 1)"p , oe oar &! 
rT 1—p'a ees 2a" 
a 
_ Nun ist aber 
; ye oi 


S(— p, épta') = — eta aes a 
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1 1 
aS 1 ee me 
2Q7 2 az a* 
n,*(p, 1) Sib" EY, a CS are 
1 ae Lame 
a a 
also 
it 
ow + = 4 
a* a* Ny” ( 4 4) ae 
7) = NM yy Sea ee — = Se a SOs p= 
a ( 1) Pp 1— pa pe Sas bed es 1—a 
T i 
a 
oe me 4 
22 ee a (p, ip*a®) eras 
2 eee 1—a 
ny (p, ip?a®) 
4 4 
COE eae a? 4 No M2. 1 (p,) -e, a* 
5 cs Er et { ta: 
n (p, a®) mn (p, a”) : 
Somit wird 
eer 
‘ 1(), 2) = 2¢ ——— 
( ) a DP, ) No Ne Ns 
uf 
a ~ arn? ata" 
wes Le a q — = 
se aa = Pai 1 (Oe 1 — pa ; pe ? 
a 


eme Reihe, welche fiir beliebige a und fiir 


»|<[e|< 


iE 
p 
convergirt und in Bezug auf den Parameter a eine Partial- 
bruchreihe ist. 

4, Hinfacher ist die Entwicklung derjenigen Functionen 
yom Typus 1, welche den drei Transcendenten S(p, x), 
C(p, 2) und D(p, x) entsprechen und eine doppelte Reihe 
yon Null- und Unendlichkeitspunkten besitzen. Wir definiren: 


) a Ma th (P, 42) 
(12.) = (p, #) = Ny No(P, %) 

5 | =) ee No 2 (Ps ax) 
(13.) Os (e «) Nz, No (P, 2) 
(14.) D 1 (py, aes Ns No (P, ) 


ae 


RT Sage es a 
ie ela: gy, pe iy 
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und haben die Relationen: 

1 
(15.) S1(p,p2)= Ss, (9,2), 
(16.) C1 (p, pz) = — = C; (p, 2), 
(17.) D1 (p,p2) =— Ds (p,2) 
und P 
(18.) Sy (p, — #) = — Si (p, 2), 
(19.) ve (p, — #) = — C1 (p, #), 
(20.) ia Be ce By (p, ); 


durch welche in WeEnaig mit re Unendlichkeitswerthen 
diese Functionen bis auf eine multiplicatorische Constante 
bestimmt sind, so dass sich die Partialbruchreihen aus ihnen 
herleiten lassen. 

5. Mit Hiilfe dieser Sa finden wir ohne Schwie- 
rigkeit 


1 
ant » ae" tl y 
Dae = She Tate oe 
1 pttbke te ee. 
4 
Setzen wir « = 1, so folgt . 
ns, 4( 4) oie 2 bccn 
“e 1, 1) od a . rage -¢ {pe (a = ser) 
10) saat * a4 pit! 


— 21,5 (p, a) __ tens nym (D; @) 
Sa ae =. * Pe 3 
apt 2p ms (p, a) 


also i 
__ 2tp Mo (, a) 


und somit 
CL) 81 (9,2) 


Partialbruchreihen und Potenzreihen. 423 


- worin 

5 

4 . . rrreakt . 

§ sein muss. — Die zugehérige Potenzreihe lautet 

(22) Si (p,@) . : - 

* e a 

= i 

vc: Zin, ( Pr a) aint agen tt agit ‘: 
4 a ee Sip Sey ers eee Y 

s No Nz” < t= gPtsG =e Bs 


cc 


2 giiltig fiir beliebige a und | p Bemerkens- $e 
‘; 
{ 


werth | ist, dass die Ganiten in (21.) ag (22.) durch Ver- 

~ tauschung von Parameter und Argument ineinander tiber- 

gehen; dies hat jedoch nichts’ panttalgen, wenn man bedenkt, - 
- _ dass beide Entwicklungen fiir 


_" ef, Mo Ne Ns M1 (Ds 4H) 4 
ie ae 219 (P, #) No (p, a)? ‘2 


+ ae in @ und & symmetrische Function, sind. 
ag Ferner Geige sich 


ome 


, p ‘ 
2a frites ie oe ae 


ue “is Ms 2 a) 
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(23.) C atl y (p, a) 


1 
__ 2n3(p,a) XL (— 1) = ais ay a2" tl » 
rr »! RB 1—prHy2 putt 
° : a* 
i 1 
(eh <[e=.) 
p? 
und 
(24) Ci (p,2) 
a 
1 
ea) 2n-y1 2n-+1 2n--1 
213 (2, 4) NY 9 aa ee an 
 — eS > s — - 
2" Ny _ J +. prac a (a pat 
a” 


( 


@. Die Partialbruchreihe fiir D '1 (p, #) muss wieder durch 


ri<}l<{0 


Zufiigung von Constanten zu den einzelnen Gliedern conver- 
gent gemacht werden; nachdem wir gefunden 


FS 1 1 
a Aes (lass a Gee au ere 


1 1 1 
= gent ( re part Prk. iP) ? 


7 


haben wir 


D1 (p,1) = Po) aad 


? 


\ To Mo (P, i) 13 (p, a) D, 2 pat 
WAM Lia erin ie 


1 
Pi 2n4-1 ea Ee 
(a a 5 ar) 
= © — on,2(p%, 1) 8(p%, ia) 
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oder 
Ns N3(P» @) — No No (P, 4) 
Ns” 
oder nach einer kleinen Umformung 
2a"pn*(p*, pra) __ ¢ UPu(p*, p*)n(p*, 1) n(p*, pa) 
13” n(p”, a”) 


ee CN, (p*, 1), (p?, 1) eS 


oder 


__ 247 (p*, p?a*)n(p*, a*) 2an(p, pa*) _— 2n, (p, a) 
n(p*, p*)n(p”, 1) "5" (DP) P) Ns” KS 


und es folgt 


25). D1 (p, 2) — UP 4 Amp, a) 
ae Ns Ne Ns 


. — n 2n-++-1 ! gf 
> ( 1) a ( — pet a ae pat ) 


0 


xz? 
oder 
’ 2, (p, a) 1 
26. D 1 ¢) = 3 (p, @) 2\Py pt 7 
\ aU : ) UF zy Ne Ns” x 
1 
S (—.1)" sea ae" gy 
Ly 1; pat 1— pti ,? <a pet 
a) 
1 
(|p| <|a]<|5)) 
und weiter 
(27.) D, (p, 2) = Be prj eats @) 
ae Ns Nes 
1 
Kd apa n 
aX ax 
> i eee a 
1 n a” Qn 
0 a Pp 1 =p ti 
a 
a iP mt 
pee 2n 2 ts 2n 
0 1 “4 ae 1 =~. P 


a 4 4 “Nee? oa = 
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Nun ist aber 
1 
= Z, a a he - + a 
ag tape Ty hint? 8 (p, ip a) ++ pe 
a? 
12.133 (DP, @) a 
= "tn(e, a) + Ta"? 
also 
(28.) Di (p, wz) 
est 
a 22 (p, a) —_. aS > aa?” 
) Ne Ns” 1 3 a? +Sp ak a Bo yp 
a § 
sate 272(p, a) a* LF ame 
aimee lr 
| = 


(=| oe 


Ubrigens lassen sich die Formeln fiir D , (p, x) auch 


aus denen fiir “a [1 (p, %) herleiten, und umgekehrt. 


§ 86. 
Die doppelt periodischen Functionen zweiter Gattung — 
vom Typus 1. 


‘1. Setzen wir in den Formeln des vorigen Paragraphen 
ae", a=, p= ee", so erhalten wir die entsprechen- 
den doppelt periodischen Transcendenten und deren Entwick- — 
___ Tungen, die zum Theil eine Weiterentwieklung zalassen. 


, setzen 
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B, B,(t, w + B) 


(3.) C, (x, 2 b, w) ied 2, 8, (t,w) ”? 
8, 95 (x, b 
(4,) D,(c, 2b, we) = 3! oe. 


2. Aus der Reihe § 85, (9.) wird, wenn wir beachten, dass 


yor tev oe 
2n-+1 2n-+1 (« = =) 4 
a a 


1 4 pH ae pr fs 


f 1 
£ SS 
2n+-1 
a 1 aoe 
2n-+-1 2n4+1 1 
2 + 2 rt ae 1 
2 ana «=P ani i 
i apes’ 
p p 2 ao? 
2n-+1 |W te 
2 sin —— 
na 2 
jf 22 2 1 i a \e > 
n 2 
cos =" 1 om - cos (2+ + 2)n 
2n-+1 


=? 


[cotg LEE -t% — cotg ee Jad t+ a x | 


u. Ss. Ww. ist, 


(5.) Hs (e"*, e*) — H(t, b, w) 


n(p, a) —_ m(p, a) 


n(p, 1) No N2 Ng 
+o nti é if 
. 2 3A 1 + 
y Cg [cots - ake tx — cote ( et: ok = | 
— Oo -— ‘- > 
b 
3465 *: (~ z) 
TB, a, 9,9 
+o 2n+1 : 
bmi ) 1 
yr e 2 [cotg >" 3" ca — cotg (° ek t- 2) *| 
—o 


Da aber fiir u = oo 


ma 
t Pon hee pan 24 
de = 1 z+ m 
—K 


10.) G(x, 28, % 


oder | 


2) 


fo 


4 oe es hates RA. te a 
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ist, so folet 
(6.) Hy (e%*, ev”) = H(z, b, w) 
Datei ,(«, 4) 
a, 1 pee 
<S bee bmi 1 1 


3. In ahnlicher Weise ergeben sich folgende Reihen: 
(7.) | S1 (e%, em) = 8, (z, 2b, w) 


, (t, b) “2 Cert tnt 
= : ,, 
OO, ae ware (BSS +) 
und 
Lae b — 4) 
(8.) S, (x, 26, w) =>: a ) x69 S dot ivns SI rai ie me 
cr; 


+e 

a, (x, b) 7 c= 1)"e Qn toni : 
D7 D's ; 

2 — Te fe +1 en w) 


(9.)= OC, (¢,.26, w) = 


und 


— 1 , O(c, b) Mes (2n-+-1)bmi Bd te A 
eee Sc nh Se cbepm 


(IL) Dye, 28, oe 


__ 9; (t,b) pes #, (x, d) b) X 
(aes ey, OL 3,2 


* 
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und 
. (4, 0) i 9 (zr, db) 
3 2 iy 2 ’ 
3.) D,(c, 2b, wv) = , Peas 
S co +u 
ee (= 1)” e@n+ toi >" ees pelea dite a ail 
= =r ae t+ im Se + w +m 


8 87. 


Einfiihrung der multiplicatorisch periodischen Functionen 
zweiter Gattung vom Typus 2. 


1. Soll die eindeutige, analytische Function F(a) der 
Gleichung 
(1.) F(p2) =1+ F(a) 
gentigen, so werden wir, da F(a) wieder keine nirgends un- 
endlich werdende Function sein kann, dasselbe als Quotienten 
zweier unendlichen Potenzreihen mit positiven und negativen 
Potenzen annehmen dtirfen. Wird F(a) fiir «=a unend- 
lich, so ist dies wegen (1.) auch fiir 
a a 
p? 
der Fall, wihrend fiir die Nullpunkte dieser Schluss nicht 
zutrifft; der Nenner wird daher ein Product von Functionen 


= 2 
Lt, Ap, ap", >>> 


e(», — e) sein, wihrend der Zihler in anderer Weise zu 


bestimmen ist. 

2. eRetriedigt auch f(x) die Gleichung (1.), so ist 

F(a) — f@) 

multiplicatorisch periodisch; haben wir daher eime Function 
der fraglichen Art hergeleitet, so finden wir alle iibrigen aus 
derselben durch Hinzufiigen einer multiplicatorisch periodi- 
schen Function erster Gattung. Es erscheint hiernach ge- 
rechtfertigt, wenn wir vorliufig nur den einfachsten Fall 
weiter verfolgen. 

3. Nehmen wir, indem wir p durch p® ersetzen, 


p (@) 
(2) Fe) = 2, 


4 
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so wird aus (1.) 
p(pia) __ pep (pra) _ Lee) 


(Dp, p>) (Pp, &) n(p, x)? 
also : 
(3.) pup (pax) = n(p, 2) + p(x). | 
Wenn wir nun 
a_ a_ 
P(#) = My + ay % + aya? f+ + — = +: 


setzen und die Reihenentwicklung 
1 1 
4(p, &) = 1 +r(a+ 244 rip G +4) 4 


einfiigen, so giebt die Coefficientenvergleichung 
Apr? = pet 1 ys, 


also 
te 
CT eS em (2) 
A, = cp — 2p, 
a, = cp’ — 3p* 
a, = cp” — kp® 
und somit 
+o 
(4.) p(x) = en(p, &) — Sn mp a. 
2 


Hierin kénnen wir c = 0 setzen, da sonst doch nur zu 
F(a) eine irrelevante additive Conant hinzutreten wiirde. 
Das zweite Glied kénnen wir in einfacherer Form darstellen, 
wenn wir bedenken, dass 


d ? 2 pnh— 
102) — 22 — Shara 


ist; wir haben 
(5.) 9(%) = — an'(p, 2). 
In der Folge setzen wir 


1 (Pp, &) 
(6.) A(p, a) Se re ae n(p, x) 2) 


und haben die Functionalgleichung 
(7.) A(p, p?a) = — 1+ A(p, 2). 
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§ 88. 


Partialbruchreihen und Potenzreihen. 


1. Ausser der soeben gefundenen Transcendenten 


— 7 1AP; @) 
ALD) Oh © aC, ay 
fiihren wir noch vier andere Functionen ein, welche die 
Relation 
(1.) F(p2) = F(a) —1 
befriedigen: 
en _ y®) ae © Mo (Pr @) 
(2.) ND: ie ALD ee Ol re a” 
hE sae TS | “(P, @) 
3)  4,(», 2) => + Alp, — 90) =F Do 
ay: __ & my (p, #) 
@ Aloe) —F+Ano)— 22a 
- 2) __ © Ns (P, &) | 
(.) ADs EY AND Os in a) 


2. Um die Partialbruchreihe fiir A(p, x) zu finden, 
setzen wir 


A(p, wi) = -3: A, x” +- > 7 rent neys +3} Ee , 


fiihren diesen Ausdruck in 
A(p, p? «) = A(p, x) eat 
ein und finden dann durch Coefficientenvergleichung 
A,=c, A,=—0, 


Aa = 1 ) 


bop = — 1. 


Die Reihe, an sich divergent, convergirt bei der Anordnung 


1 1 a 1 
OP (tre 52) (te) 
x x 


doch miissen wir von Neuem untersuchen, ob sie auch wirk- 
lich der Bestimmungsgleichung geniigt, da die obige Coef- 
ficientenbestimmung nur bei absoluter Convergenz giiltig ist. 


4 UGTY a 
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Brechen wir die Reihe bei einem beliebig weit ent- 
fernten Gliede ab, setzen wir also 


1 al 1 1 
her 98? aga 2) + (se8 5 Ae) 


x x 
1 1 
+ (are ord | 
so ist 
py ales ie 1 1 al | 
p(p a“) = 1 (eae + (cee vt) 
x 
1 1 
etter =) 
x 
r 
= p(#) —1 ace inn “ie 7 ) 
1+ . 
oder, wenn ” = oo wird, . os 


(pa) = 9(a) +1, 
so dass also in der That die obige Gleichung nicht orf i ist; 
doch sehen wir, dass — 9 (#) derselben geniigt, und wir 
kénnen nun, = c¢=0 sein muss (durch Einsetzen yon — 
gal apecenes man sich davon, da 7/(p,1)=0 ist), ; 
setzen 


6) Ana=& ee 7 rs | 


he eet oe 


oder 


(7.)- Ap es o7 oF Baiaee 


rad Fo ee we oh, 


oder auch, inden wir | in 6) von jedem Gliede A hee 
. + t , A ; Te REE pitt 
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2. Als Potenzreihe ergiebt sich aus (6.) 


433 


ie 1 
ep 

: ne z . 

A (9.) Ap, %) saad > ae 1) ivy ok i. ’ 

; Convergenzbedingung: | ?| < [2 |<| <| 

& + ; 
é 3. Fiihren wir in die gefundenen Reihen an at von « 
; — x, —= pa, px, a? 
ein, so ergeben sich die weiteren: 

3 oe ore 1 1 

E : ae Aly, a) ze, , f pa ¥: ae taf 

= a a 

Se eee 1 w 2n-1 

Al) Ay(p,2)=—(e— 4) SI ae 

2 . ~ , 0 1 pint ( 2.) + pint 
a 

r= d P : yp es 

‘a oo pitts? oo 2 

2 (12) A,(p,#) = — partes 1 peti? +> git 

: 0 
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(16) 4p, 2) = pea ae (a) 


—(1T) Ay (p, @) = Gea) 1 te = Se es: 


: 1 e an 1 
(18.) A, (p, 2) = Se View; an (o™ e 1), 
1 


22 —1 1 
(19) Aa?) = aera) +3} pera ee | 
Jes 1 Veer 
(0) 4,04) =e CSS) 
ai pe 
2n | 2 E 4n ; 

: tet (« Peg 
i, 2n 
4 | bet 4, ce pen a? vy oo 2 5 
(21.) A, (p, x) = 2 (a ea) 1) ee, tah Pot 2 oa 7 
we . ; ot a 


(22.) A 2(D, ure 2 ae te 9h £ oe (™ 7 ai ) 5 


aa 1 <1 igeck 
(23.) A (7, *)= > heres a aoe 
0: <=. : 


a“ 


0 Ane, pe Dey 


, 


pes mass. So, he 


Alp?) ) ps 
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¢ 
§ 89. 
Die doppelt periodischen Functionen zweiter Gattung vom 
Typus 2. 


1. Setzen wir in den Formeln deg vorigen Paragraphen 
p= ec", x =e, 80 erhalten wir die doppelt periodischen 
Transcendenten zweiter Gattung vom Typus 2: 

(1.) a(t,w) = xiA(p,x) = aa a , 

By, w) 

By, (rt, w)? 

(3.) a(t, w) = 2xi A, (p, a) = ee 
O, (t, w)? 

(4.) tle (x, w) a 2A, (p, 2) mize a ? 

4,’ (zt, w) ; 

O, (t, w) 


2) a(t, w) = 2x A,(p, 2) = 


(5.) s(t, W) = 221A, (p, xv) = 


2. Die Partialbruchreihen fiir diese Functionen lassen 
folgende Weiterentwicklung zu: 


2 ie.) 
(6.) a(x, w) = — asin wx >? : 
0 


cos (22 + 1)tx + cos wx 


es Gs < sin wa 
=——_— Yr Dy 7 } Shite ie, Say 
2 con (22+ St + 2) n-cos(™ 1 ae 


0 2 
fee) 
we, 
= — — n 
2 f 
0 


et Sebati 


und weiter 
‘ +y hw 


1 
(7.) a(r, ib)-es > Lie +1+(Qn+1)r+w’ 


—r— 1 ur — 


U =O, v= aw; 


i cp 
(8.) a(t, w) = 27sin Qua >? : 
0 


cos (2m + 1)ctm — cos 2wa 


ws sin 20m 
=r >: ‘ ; 2 
: cin (PFE et we) we sin (—°" Ft 4 wx 


2 
28* 
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one . 
=x > | eotg (PRs + wo) m + cote (—* an +4e 4 w) n| 

0 

~ 2 1 
= 1 reotg (2 4+ w)x, 

—v—1 
also 
+e TH 


(9.) 65 — OF OF ane, vir 


e 1 
(10.) a, (z,w) = 2 cotg wx + 2 sin ues pene CR aeLTSS eo 
0 - 


sin 2207 


= a cotg wx + "Dt a (nt + w) x-sin(— aa ea ; 


= x cotg wx + “D} [cotg (nt ++ ve + cotg(— ut + ae 


+y 
=a Dncotg (nt + ne 
—y 
somit 
+r —u ‘ 


(11.) a,(t, w) = 2 Spare 


——2, 


ni 4 
(12.) a(t, w)= —aiges tat 2 S ri Som 


+a 
ain ome 


I cos (nt + w) -cos(— nr + wo) 


cays ee err mare 
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Se sin 2wa2 


Se te Eee eed Le SE 


= Sig C2! e+ wo) + te(— ee c+ w] x | 


0 
Sd ‘ . » 
=—21 ie t+ w) a, 
—r—I1 

folglich 
+r + : 

(15.) a, («, ) => Dia I ee eee 
Pen nee a as t + w 


3. Die trigonometrischen Reihen fiir diese Functionen 
lauten folgendermassen: 


2 n 
(16.)  a(z, w) = — 2a >} (ca ret ae sin NWI, 


ie.) 
San 
(17.) a(t, w) = 40 >: E 3, Sin 2nwz , 
: 1 fe. p n 
ea n 
(18) a,(c, w) = xcotg wa + 4a >» ae sin 2nwa, 
- | 


rac 2n 
(19.) a(t, w) = —xtgua— An SH(— tyr pa prin 2nwa, 
2 n 
(20.) a;(t, w) = — 4a Da(—1)"1 naar sin 2nwa. 
1 mae 
§ 90. 


Weitere Relationen. 

Wir leiten nun noch auf rein algebraischem Wege zwei 
Relationen her, deren zweite mit einer von Legendre und 
Jacobi aufgefundenen wesentlich iibereinstimmt. (Vgl. Jacobi, 
Fundamenta nova theoriae functionum ellipticarum, Gesammelte 
Werke p. 188.) 

1. Nach § 88, (8.) ist 


. pints? ce eee ait 
A(p’*, =) =D} Se pean 
0 1 P 


me le =i co mai 


a 
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und, da - 
er: ae pe x poe i 
1p? — [py Gage 
ist, 
eae 
, prt, ee = 
2A(p?, =i Pe 
1+ 
x 
2n-+1 


$2255 5. 
Arie Tt pat 


= A(ota) ae gy eo 
oder 


(1) - Aly, — 2) = — A(p, 2) + 2A(p, — 2”), 
Wendet man diese Gleichung wieder auf A (p,— a") an (also 
p?" und p*"*") und setzt dieses Verfahren fort, so erhalt man 
(2) Alp, — #) = — A(p, a) — 2A (p*, 0%) + 4A(pt, — at) 
= — A(p, 2) — 2A(p*, 2) — 4A(p!, at) — 
— 2" A(p™, w™) 4 Qe A (ptt _ yt) 


P42 


Wenn 
1 
i <l|<|F 
ist, so convergirt diese Reihe (wie mittelst des Cauchy’schen 


Kriteriums und der Entwicklungen fiir A( p, 2) nachgewiesen he 
werden kann) fiir m= oo, und wir diirfen schreiben’ 


3) AC, = 9) = — Ase) — 240 wt) — 4.4(p%, at 


— 8A(p*, x*) — 
2. Setzen wir 
in,?(p?, 1 ie 
- aH AES Z) 7 pp, x), Ps 


so a } 


te ag An+2 92 pS 
“ Ap’, — + 9tn0)~ Se 2 ene 
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oder, da 
= partly bps 2 ts pte ee pty) 
“fhe | pte 2 vas pint? »: Certs (oe pint? x 
pert x 
Ts 1 ah pert » 
ist, 
%, m ees 
Bee 2) + o(y,2)= ye Se 
Pp, PP, &) = <_o priya : peti 
1+ - * 
=, ae a) ’ 
oder 
(4.) A(p, _, a) ar Pp (Pp, is! a) 1 e A(p?, ae a"), 


Durch wiederholte Anwendung dieser Formel ergiebt 
sich die unendliche Reihe 


(5,) ee Poe) oe, ) + ele =—=1it) 
Op a ib 


bei der yorausgesetzt werden muss, dass 


Ip <2 
§ 91. 
Functionaltheoreme. 
i. Ist 
F'(px) = ak (x), 
so besitzt 
' F(x) F'(y) 


sowohl als Function von # als auch als solche von y die 
multiplicatorische Periode p; haben wir dagegen 

F(p2) =n + ¥(@), 
so ist das Gleiche mit 
(2.) F(@) + Fy) — Fey) 
der Fall. Beide Theoreme sind unmittelbar zu _verificiren. 
Ubrigens lisst sich nicht umgekehrt behaupten, dass Func- 
tionen, die diesen Bedingungen geniigen, auch umgekehrt 
multiphcatorisch periodisch zweiter Gattung sein miissen. 
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Die Ubertragung dieser Resultate auf doppelt periodische 
paca liegt auf der Hand. 

- Bei den einfachen multiplicatorisch periodischen Fune- 
the zweiter Gattung, die wir oben kennen lernten, hat es 
auch wirklich keine Schwierigkeit, die Ausdrticke (1.) und (2.) (4 
explicite durch multiplicatorisch periodische Transcendenten 
erster Gattung darzustellen; jedoch begntigen wir uns damit, 
diese Rechnung fiir zwei Transcendenten durchzufiihren, die 
uns in der Theorie der elliptischen Integrale wieder begegnen 
werden. 

Legen wir 


ein (p, ax) 
Pie ea) 


der Untersuchung zu Grunde, so ist ersichtlich, dass 


No (p, ax) No (p, ay) - 
P(e) p(y) __ (P, *) Mo (D, ¥) 
y (wy) No (P, ALY) 
No (P, vY) 


fiir «1 oder y= 1 oder ay == der Grosse. — 


No (P, &) 
No 
gleich wird. Mit Riicksicht auf die Unendlichkeitspunkte 
und die Periodicitit kénnen wir daher setzen 


p(x) ply) aly (Pp, @) ub C 1 (DP, #) my (P, ¥)M (p, axY) 
yp (xy) No No(P, ) No (Dy Y) No (Ds aay) 


= ™PO + S(p, 2)8(p, y) S(p, any). 
: In der a besitzt 
rt P(x) P(y) M9 (Pp, a) 


9 (xy) Ny a 
diesel Null- und Unendlichkeitspunkte und dieselbe Perio- 
dicitiit wie 

Sp, ©) S(p, NS, ary). 


Um ¢ zu bestimmen, wiihlen wir # = y = 


Ny" (P, 74) No (Pp, — 1) 3° (P, @) Ny 
No” (Ps ee = nor Ns ns" (P, a) 3) 


> 2 ee ate a 
Meee ee 
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oder mit Benutzung von 
[2211] = (0033) — (3300): 
No (P, @) ts 13"(P, 4) No pases No" (P, @) Ns? = N3*(P, 4) No? 
No : Ns” Ny (P, @) Nos” No (P, 4) 
Ne,” (p, a) Ns 1 (Ps @) 
No Ns” No (P, @ Nz No(P, &)’ 


= cS (p, a) =c 
also 
¢ = (>) a) 
No N° 
so dass wir schliesslich haben 


pe) ey) mPa) , m°m,(p, a) 
(3.) g(cy) No Se Ye S(p, 2) S(p, y)S(p, ALY). 
3. Weiter wollen wir den Ausdruck 


(4.) A,(p, £) + Ay(p, y) — A, (p, ay) 
| __ & 1 (P, #) cee) No (PY) BY No (P, XY) 
: 2 my (DP, %) © 2 My (p, y) 2 (Pp, vy) ’ 
den wir spiiter ebenfalls zu benutzen haben, einer Unter- 


suchung unterwerfen. Se hae wir, dass 


(6.) . ZNo \P, X) He x) -> n(— 1)"np™ yen 


Senne — 5) 


4 


‘A ist, so ist ersichtlich, dass (4.) fiir «1 oder y = 1 oder ce 
: ry = 1 Berechcrindat. Wir setzen daher ee 


A,(p, #) + Ao(p, ¥) — Ay (p, ay) 
= (i (p, L) Ny (Ps Y)% (p, ZY) 
No (p, L) Ny (P, Y) No (P, LY). 


 =eS(p,2)S(, 9) Sp, 29). 
e 


Siekimen wir =p”, nachdem wir vorher beiderseits 
: £) multiplicirt haben, so finden wir 


pine! (D, G, ih) ¢ aie (nz!) ) Se y) S(p, p? p uD 


) - 


ae as cla Seeing eye he ee tr: 


a 


<a 
oe 4 
f Fe a_i 


2 is. E: 
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Da nun aus § 53, (15.) durch Differentiation und Hin- 
setzen von 7 = 1 


tA 


ping (p, p') = 4 Uh 
folgt, wihrend : 
a) iste 

Ny (», p’) re se No 


Pp 
ist, so erhalten wir 
$24 mi Ts? 
2% 13° 
und somit 
(6.) Ag(p, 2) + Ay(p, y) — Ao(p, xy) 
— 71%", 8(p, 2) S(p, y) S(p, y). 


attmme 
Die Theoreme, welche fiir die doppelt periodischen Fune- 
tionen zweiter Gattung bestehen, folgen unmittelbar aus 
denen fiir die multiplicatorisch petiodivebed: 


§ 92. 
Differentiation. 


1. Die gefundenen Functionaltheoreme liefern uns die 
Méglichkeit, die doppelt periodischen Functionen zweiter — 
Gattung (und damit auch die mdbiplioayeniged periodischen) 
zu differentiiren. 


Aus § 91, (6.) wird ay 
‘ats tals) —a (te 


— 2690 sn nw ina 8 x a (4 EW) 


‘oi ; 
oder, wenn man die » durch die  ersetazt und bedenkt dass 


3, (x, w) = ner ‘ eo ma 
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Nehmen wir w und dw statt w und v, so wird hieraus 


2 (w dw 2w 
lo (« tee ¢ ; Fone (« a) 


2dw OY eR a5. : : 
aoe) — 3 Sin am w sin am (w + dw) sin am dw. 


ess (c, 8,9, 


Da nun 


: dw 
2dw % (« ) 
MH T, Q oie 


20 2 ; 2 w 
(0B) +e O(n yaw | 
at a rf 
te 0 Aaa ‘0 
2%, dw 78,9200 


und sin am (w+ dw) nur um eine unendlich kleine Grosse 
von sin am w verschieden, sin am dw dagegen bis auf unend- 
lich kleine Gréssen héherer Ordnung mit dw identisch ist, 
so folgt 
2w 
da ( | ” ’ 
2 a) a, &,/ 0,9 


og ; 
(2.) ag = nO, io, a a5 sin” am w. 


Auch unmittelbar ist es ersichtlich, dass der Differential- 
quotient einer Function, F(x), welche den Gleichungen 


F(@ + m) = F(z), 
F(@ +n) =a4+ FQ) 


gemigt, doppelt periodisch von der ersten Gattung ist, da bei der 
Differentiation der zweiten Gleichung die Constante a wegfallt. 
27ib 
3. Aus § 91, (3.) wird, wenn wir a =e setzen, 


ala 2izt Mou(2et Mo, 26E9) 


axle t8)a,(n 20, (2042 #5) 


3 9,3  Sinamwsinamv sin am («+ v + b). 
3 


cr i a a 
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Nehmen wir beiderseits den Logarithmus, setzen wu = w, 
v = dw und dividiren durch dw, so erhalten wir nach ein- 
facher Umstellung 
2(w + bd) 
a, (>) 
d log 


2w 2(dw b) 
SE 
dw — due ve i ( a) 

" o\% Q 


rand Oa ERNE 3 5 1g 
- sin am w sin am dw sin am (w + dw + »)} 


Nun ist aber, wenn wir die nicht in Betracht kommen- 
den unendlich kleinen Gréssen héherer Ordnung sogleich ver- — 
nachlissigen und beachten, dass 0, = 0 ist, 


oa EY pg EER) 
og pene ra | dw , 
bs WETS 65 


——— fe] sagf sy ak) ; 


= log 


wie die Potenzentwicklung fiir den zweiten Logarithmus 
zeigt, und andrerseits in gleicher Weise 

2 2b ‘ 2b 

ale) (5%) 

log ane : + ——;— 


39:3 Sin am w sin (w + b) sa 
0 Us = Laat 


+ oi ae aie Naa see 


= 


a 
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apse Pieced 


= 3 sin am w sin am (w + b) dw. 
0 


Hiernach erhalten wir 


9, (6, wt 
d log ae) ) 


"2 
(4.) dw 
3 9,'(, a) 9, °9,( 7, OM 
aw 5b 5p\ Sim am w sin am (2 + 6) 
oat) avalos) 
; b 
ira a (« =) a4. 
= ae Teta aa sin am 0 sin am w sin am (w +- b) 
8 ee, 3 
%(n'9) 
» 9 (z, 2) ; 
=f —~_ — x sin am b sin am w sin am (w + 0). 
0,(x, 5) 


Dass das logarithmische Differential einer jeden doppelt 
periodischen Function zweiter Gattung vom Typus 1 doppelt 
periodisch erster Gattung ist, ldsst sich wnmittelbar erkennen. 


Neunter Abschnitt. 


Die periodischen Functionen dritter Gattung. 


§ 93. 

Einfiihrung. 

1. Der Begriff der Periodicitit lisst noch mannichfache 
Krweiterungen zu; am Niichsten liegt es, diejenigen ein- 
deutigen Functionen zu betrachten, die einer Functional- 
gleichung 
(1.) Ble (@)| = t/a, F(@)| 
geniigen, worin wir uns, um nur den einfachsten Fall her- 
vorzuheben, ¢,(x) als lineare, € als rationale Function (seiner 
beiden Argumente) denken wollen. Functionen dieser Art 
nennen wir periodische Functionen dritter Gattung. 

In der Folge wollen wir nicht diese ganze Functionen- 
gruppe allgemein behandeln, sondern lediglich die beiden 
einfachsten Fiille 


(2.) F|«,(@)| = &(@) + F(@) 

und 

(3.) df [é (2) | = §,(«) F(a), 

worin §(#) eine beliebige rationale Function bezeichnet. 
2. Auch hier kénnen wir ¢,(7) den bekannten Trans- 

formationen unterwerfen, ohne dass hierdurch der Charakter 

von (2.) und (3.) sonst wesentlich modificirt wird. Da der 

Fall ¢,(@) = pa, p eine Hinheitswurzel, nur auf rationale 

Functionen fiihrt*), so haben wir lediglich die Hauptfille 


*) Andere p, fiir die |p| = 1 ist, sind wieder als unzulissig nach- — 
zuweisen. 
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(a.) Fe + 1) = &(@) + Fw), 
(b.) Fe + 1) =4,@)F@), 
(c.) F(p2) = §,() + F(), 
(a) F (pa) = &,(a) F(a), 


|p|<1, ins Auge zu fassen. Aber auch diese sind be- 
deutenden Reductionen zugiinglich. 

~3. Im Falle (a.) zerlegen wir die rationale raiecon 
£,(v) in Partialbriiche und eine ganze Function: 


a = a a a,x +- Ay 0" 4- aires + Oy, 2” 
bp” 


Hs geniigt nun, Functionen /f,, ts , fey u. 8. w. aufeustellen, 
welche die Gleichungen 


fo(@ + 1) = A + 4% + au? + ----+ a, 2" + fi(2), 
fie+ =z 4 +h 
h@+1)= eK + f(@) 


Uu. S. W. 


befriedigen; denn eine Summe solcher Ausdriicke befriedigt 


die Gleichung 
F@ +1)= £0) + FO). 
Ferner kiénnen wir uns darauf beschrinken, immer nur je 
eme Function der fraglichen Art zu construiren, da die Diffe- 
renz je zweier derselben Art eine additiv periodische Func- 
tion ist, so dass sich dieselben leicht durch einander aus- 
driicken lassen. 
Die Gleichung 
(4) fo(@ + a Ay + O,% + Ay? +++ + Ana” + fy(a) 
ist immer durch eine ganze Function (n + 1)*" Grades zu 
befriedigen; denn supponiren wir 
Te Sn ae nee oy etree 
so stellt f,(~ + 1) — fi(x) eine ganze Function n*" Grades 


dar; mit Hiilfe von (m + 1) linearen Gleichungen lassen sich 
dann die noch willkiirlichen Coefficienten 6,, b,, -++ Dats 


a 
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so bestimmen (b, bleibt beliebig), dass diese Differenz zu 
a + aye + ax? +---+ a,a" wird. 

Diesen Fall kénnen wir also von jetzt ab ganz beiseite 
lassen und nur den andern 


file + 1) = + fi) 
ins Auge fassen. Setzen wir 


Fe) == few + ©), 


* so geniigt F,(~) der Gleichung 


(5.) Hae = + F,(2), 


und diese fiihrt uns in der That auf neue transcendente 
Functionen, die weiter unten behandelt werden sollen. 

4, Im zweiten Falle zerlegen wir Zihler und Nenner 
von &,(#) in lineare Factoren und erkennen sofort, dass sich 
die gesuchte Function als Quotient zweier Producte von Fune- 
tionen (falls solche tiberhaupt existiren) darstellen lassen, die, 

abgesehen von einer periodischen Function zweiter Gattung, 
Gleichungen von der Form 


fe + 1) =(@— afte) 
befriedigen. Setzen wir 
E(x) = f(@ + a), 

so erhalten wir die, Normalform 
(6.) P(e + 1)=2F (x), 
mit der wir uns weiter unten zu beschiiftigen haben. Aus 
emer solchen Function lassen sich alle tibrigen gleichartigen 
durch Multiplication mit einer additiv periodischen erster 
Gattung herleiten. 

5. Im dritten Falle nehmen wir dieselbe Z erlegung mit 
&,(a) vor wie im ersten und gelangen auch hier zu einer 
Zerfallung in einfachere Functionen, welche den Gleichungen 


{(pa) = ay + f (2), 
fo (pa) = A, 2 + dg@” 4 +++ + a,x” at fy (&) 


AE bed ceatr a oe + h@) 


und 
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gentigen. Die erste Gleichung fiihrt auf eine periodische 
Function zweiter Gattung; die zweite ist durch eine ganze 
Function 2" Grades zu befriedigen, deren Coefficienten mit 
Leichtigkeit zu bestimmen sind.. Zur Reduction der dritten 
Gleichung setzen wir 


F,(«) = faa) 


und haben dann die Functionalgleichung 


1 
(7) Fi(pa) = 
durch die wir zu neuen Transcendenten gelangen. Nur im 
Falle 


(8.) fi(pa) = | + fla) 


ist diese Reduction nicht durchfiihrbar; dann aber wird das 
Problem einfach durch die rationale Function 


k 
‘ ap 1 
(9.) fx(2) re 4S pt ao 


ff, (x), 


gelost. 

Dass sich aus einer der gefundenen Functionen wieder 
alle gleichartigen durch Addition einer multiplicatorisch pe- 
riodischen erster Gattung herleiten lassen, liegt auf der Hand. 

6. Im vierten Falle zerlegen wir £,(~) wie im zweiten 
und erkennen, dass wir uns auf die Construction von Fune- 
tionen mit der Functionalgleichung 


f(p2) = (@ + a)f@) 

besehrinken diirfen. Substituiren wir 

F(«) = f(ax)p(2), 
wo g(a) der Gleichung 

1 

p (px) = — (x) 
gentigt, so haben wir 
(10) F(p2) = (@ + 1) F@); 
fiir a = 0 ist indessen diese Substitution nicht durchfiihrbar, 
und wir haben 
yb.) FE (px) = «FF (2) 
besonders zu betrachten. 


Rausenberger, periodische Functionen. 29 
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Im weiteren Verlaufe haben wir also Functionen mit den 
folgenden Functionalgleichungen zu behandeln: 


(a.) Fe@+i)={+ FO, 
(b.) hide one 
(e.) F(p2) = fi van DE 
(a) F(p2) = (« + 1)F@), 
Oe F (px) = «F (@), 

|p| <1. 

§ 94. 


Die Transcendenten (a). 
1. Um eine Function zu anes welcher die Fune- 
tionalgleichung 


(1.) F@+)=44 F@ 
zukommt, setzen me et k ma 

a 
(2): germs algae oy, hey as; @+m 


Diese Reihe convergirt fir alle x unbedingt*), ausser fiir 
a=—1, —2, —3, ---, und — 5,(x) geniigt der Gleichung 
(1), wie unmittelbar zu sehen. (@) wird unendlich vom 
ke" Grade fiir «= —1, — 2, —3,--- und -wesentlich wn- 
stetig fiir «= oo, da sek um Tee oie unendlich viele 
Tipsieiacere pune zusammendraingen. 


2. Fir k= 1 muss die Reihe (2.) convergent gemacht 
werden durch Zufiigung einer Constanten zu jedem Gliede; _ 7 


wir setzen 


8 nam t+ dr) H Gen Bt 


Pea 
Z b 


zi FH ae FH 


a 
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und diese Reihe convergirt (nach demselben Kriterium) un- 
bedingt ausser fiir «= — 1, — 2, —8,.---- Dass ihr ne- 
gativer Werth wirklich der gestellten Bedingung geniict, 
erkennen wir, wenn wir zunichst die Reihe bei einem end- 
lichen Gliede abbrechen; sei 


v@=Fteyi-+--+(4,-32), 


so ist 


$y (@ ae ate cs oo eee Crete ad ») 
BAC hema ae st 


wird @ =o, so fallt das letzte Glied weg, und wir haben 
: | 
§(@ + 1) = 5%) — 7: 


3. Sehr leicht ist es, fiir |w|<1 die vorliegenden Reihen 
(nit Ausnahme des ersten Gliedes) nach steigenden Potenzen 
von “ zu entwickeln. Da 
1. gRieh 1 
(e+ mje (: 2B ay 


n 


1 g 2 ; 
gett Gee oD, | 
ist und die vorkommenden Reihen alle unbedingt conver- 
giren, so erhiilt man fiir > 1: 


4 sa@—-at+>a+Ce Sage 


ie2) 
1 
+ (— ’), Sere tes 
iL 


' worin sich die Coefficienten theilweise durch die in § 44 ~ 
gefundenen Ausdriicke ersetzen lassen. Da weiter 
x x 


ze fie a 
n(~-+n) a Se LE Ce sia 
n*{ 1 + = 


ist, so finden wir ebenfalls fiir |w| <1: 


1 Sy 1 Sy 1 
(5.) sa=->-> a t+ > aye 
1 
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Wir iiberlassen es dem Leser, auch fiir andere Punkte wie : 
x= die Potenzentwicklungen vorzunehmen und hierdurch | 
den analytischen Charakter von s;(z) (ausser in den Punkten | 
“= — 1, 2, 3,---) darzuthun. 

4. Die Transcendente s;,(x) ist mit den additiv periodi- 
schen Functionen erster Gattung in der Art verwandt, dass 
(6.) s.(#) + (— I)ts.(— # + 1) 
die additive Periode 1 besitzt. Ins Besondere ist 
(7.) 8, (a) — s,(— # + 1) 

1 1 1 1 1 

Apr ears i ge Pepe! ge ee ee 
Hieraus laisst sich auch ein Additionstheorem fiir s,(a) her- 
leiten. 

5. Bemerkt mdge noch werden, dass man durch Diffe- 
rentiation von 5;(x”) zu — ksp41(~) gelanet. 


§ 95. 
“ Die Facultat. 
1. Um eine Transcendente mit der Functionalgleichung 
(ick F(a + 1) =2F(@) 


zu erhalten, fassen wir das Product 


a(e + Ile + 2)(e+3)-- 
ins Auge, das fiir sich allein natiirlich nicht convergirt, 
jedoch durch Zufiigung geeigneter Factoren convergent ge- 
macht werden kann. Mit Herrn Weierstrass setzen wir 


(2.) (wo, #2) =(1 +2) (1 Ae 2) (1 te 4 a (1 ah A wo 


—ataer(14s)or(4 sje (1 +30 
a (14 5454-43 — boro) 


und bezeichnen mit ms den Grenzwerth dieses Productes. 


fiir @ = 00, Bedeutet MM die Mascheroni’sche Constante, so ist 


x 


(3.) mea — (Ut ale* (14 2)e F (142) Base 
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Die absolute Convergenz und der analytische Charakter dieses 
Products ergiebt sich in gleicher Weise wie bei § 48, (4.). 

Um das wirkliche Bestehen einer (1.) tihnlichen Func- 
tionalgleichung fiir fac ~ darzuthun, setzen wir x + 1 statt 
x und finden 


Wo, « + N=d+ita(i+ ++ 2)44 $42). 


3 4. o+1 


(it t+ 2)otor—2-3.4 
Ce Ne Der braid 
BH (+ )04 2) (He 


und wenn wir zur Grenze tibergehen, 
1 Bie ot 1 
fac(e +1) 1-+a faca’ 


also 
(4.) fac (a + 1) = (# + 1) fac a, 
so dass fac (w —1) die Gleichung (1.) befriedigt. 

2. Die Bezeichnung fac # (spr.: Faculldit 7) wurde von 
Hérrn Weierstrass deshalb gewihlt, weil der Ausdruck 

1-2-3---n=—n!, 

der gewohnlich mit diesem Namen belegt wird, als Function 
der ganzen Zahl n der Gleichung 


(5.) (n + 1)! = (n+ 1)n! 

geniigt und es nahe liegt, den Begriff dieser Function so zu 
erweitern, dass sie fiir beliebige n einen Sinn behilt. Freilich 
ist diese Erweiterung auf unendlich viele Arten méglich, da 
man dem fraglichen Ausdrucke eine beliebige Function mit 
der additiven Periode 1, die fiir «= der Hinheit gleich 
wird, als Factor zufiigen darf, ohne die Functionalgleichung 
zu beeinflussen. Dass wirklich fac x fiir ganzzahlige w in a! 
tibergeht, erkennt man daraus, dass faca fir «—0O der 
Kinheit gleich wird, woraus durch Anwendung von (4.) das 
Weitere folgt. Die Function fac # ist tibrigens mit der in 
der Theorie der bestimmten Integrale auftretenden Gamma- 
function nahe verwandt, da 
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(6.) I(x) = fae (w — 1) 
ist; wir haben daher 
(7.) Dae) Sate 


3. fac « wird unendlich fiir jedes ganzzahlige, negative 
“; “= oo ist der einzige wesentliche Discontinuititspunkt, 


: 1 caue : 

4, Fiir fics a tn cas finden wir, da vie die tran 
scendenten Theile der einzelnen Factoren bei der Anordnung, 
die wir wihlen, herausheben: 


(8.) 1 x 


fac (a — 1) fac (— a) ™ fae w fac (ep). 


x" 2 a3} sin wav 
te “a2 (= 2) Fase, 


: a 1 ; 
so dass wir sagen kénnen, dass fac ~ (You den transcendenten 


Factoren abgesehen) dic Haéilfte der Factoren von me ent- 


hilt. — Kin Functionaltheorem fiir fae x ergiebt sich aus 
(8.) unmittelbar. — Weitere Higenschaften dieser interessanten 
Function glauben wir hier iibergehen zu sollen. . 


§ 96. 
Die Transcendenten (d) und (e). 


1. Die Herstellung einer Function mit der Functional- 
gleichung 


(1.) P(p2) = 2 F(a) 


ist schon durch friihere Betrachtungen erledigt; denn wir 
brauchen nur 


1 
(2.) SO nee pees 

nlp ’ =) 

2 

zu setzen, so dass wir die Transcendente, die wir zur Bildung 
der multiplicatorisch periodischen Functionen erster Gattung 
benutzten, hier wieder antreffen. Auf das  friiher auf- 
gestellte Multiplicationstheorem und die iibrigen Relationen 


fiir diese Transcendenten brauchen wir hier nicht zuriick- 
zukommen. 
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2. Hine Function mit der Functionalgleichung 


(3.) F (px) = (1 + x) FF () 
lernen wir in dem reciproken Werthe von 
(4.) o(p, %) = (1+ 2) + pa) + p*2) - 


kennen, der zur n-Function in demselben Verhiltnisse steht 


sin 7 x 3 : 3 é 5 
neces Eine Reihenentwicklung finden wir mit 


1 
fac a 
Hiilfe von (3.); denn supponiren wir 

O(p, 2) = 1 + a4 + a2 + a,x* + ---, 
so haben wir 
1 faye + aa® += (1 +2) + ape + apa® +--+) 
oder 
1+ aa + a2? + av? +-: 
=1+ (1+ ap)% + p(a + dep)”” + p*(a, + asp)a* ++: 
und hieraus . 


ates es 2 ~ 
a=1-+ap, a—aptap* u.s. w., 


wie 


‘lan 
1 
ee ay t 
mee I 
etn) (koe). 
zee 
2 
28 ETE CE, (i pt) 2 
somit 
__ pia? a 
a a et aes 
—— . 


a” 


+ 3G AE ORE ay 


(4.) und (5.) convergiren fiir beliebige endliche w; der 
eingige wesentliche Unstetigkeitspunkt von o(p, @) ist «oo, 
wihrend (2.) deren zwei besitzt. 
8. Sehr leicht ersichtlich ist'es, dass o(p, x) ganz ahn- 
lichen Transformationsgesetzen unterworfen ist wie y(p,a”). = 
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Durch unmittelbare Zerlegung folet (w ist eine ungerade 
Zahl, @ eine primitive n° Hinheitswurzel) 


(6.) o(p?, 2”) = o(p, ix)o(p, — iz), 
(7.) o(p", a") = 0(p, «)o(p, ax)o(p, aa) -+-o0(p, aa), 
(8) o(p}, a) = o(p, 2) 0(p, pba), 


(9.) ol p=, ) = 0(p, x) aie cae 0 ie pan , A pa) 
und durch successive Anwendung inverser Transformationen 
10.) 0(p, 2%) — o(a", 2°)0(p% pa! 

= 0(p, ix) o(p, —1t2) o(p, ip? x) 0 (p, — ip? a), 
(11.) op, 2*) == op a”) o(p", pa") +++ 0 (p", p21 a") 

= 0(p, #)o(p, «x)o(p, ox) «++ 0(p, oz) 


1 1 1 1 
ae. ps) 1c: apne) aes aig a) Ao G wtp 2) 


2 2 2 2 
lah ioe :) AU arn) Aes apt a) MOI Gy G alr :) 


n—1 n—1 n—1 n—1 
0 es p ™ 2) 0 ie aay ») ale arn p 210 bs op 8 3) 


4. Setzt man p = ei, x=e™™, so erhilt man eine 
Transcendente, die der ,,Heine’schen Function nahe steht, die 
aber strenge genommen nicht zu den periodischen Functionen 
dritter Gattung zu rechnen ist, da der bei Vermehrung des 
Arguments abgesonderte Factor eine Exponentialfunction ent- 
halt. Die gleiche Umformung ist bei der folgenden Tran- 
scendenten méglich. : 

Hine bemerkenswerthe Erweiterung der hier behandelten 
Transcendenten wurde von Herrn Appell (Mathematische 
Annalen, Bd. XIX, pag. 84 ff.), gegeben. 
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&.97! 
Die Transcendenten (c). 


1. Die Darstellung einer Function /’(#) mit der Relation 
1 
(1.) F(p2z) = a+ + F(a) 


fiihrt unmittelbar auf die Reihe 
1 
@) 2) —0 745) + 0-9) 
1 1 
eee ero ee S|. fo 
ee 


Ree px px ] 
emecathniot pak, 1 gat 


0 
Dieselbe geniigt allerdings der Gleichung 
‘ 1 

(3.) P(p, px) = sn tices teh, 2) z+1 + F(p,2), 
doch lisst sich mit Hiilfe einer periodischen Function zweiter 
Gattung eine andere Transcendente daraus ableiten, welche 
(1.) befriedigt. 

Der Zusammenhang dieser Function mit den multipli- 
catorisch periodischen ist wieder sofort ersichtlich. 


2. Fiir |px| <1 erhalten wir die Reihenentwicklung 
(4.) B(p,x) = ae + pa — pat + pia? —... 


2A me a 
Pipe pine pe 


Soe Oe a ees 
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Auch fiir andere Punkte wie «0 ist die Potenzentwick- 
lung leicht zu bewerkstelligen. 
me 
k ganzzahlig, positiv, wihrend p= oo ein wesentlicher Dis- 
continuitatspunkt ist. 

3. Mit Hiilfe der aus (3.) und (4.) folgenden Entwick- 
lung fiir |px| <1: 


pa pra? pias 
(5.) CR urge rece sc 


Be -> (— 1)" oe 


erhalten wir fiir beliebige m, wenn e wieder eine primitive 


Als Unendlichkeitspunkte zeigen sich nur «= — 


wo ee Ae 


: n° Kinheitswurzel bezeichnet, 

: pn 2n 2a 

| 6. (yf pa) ee ee 

- (6.) (o*, — pra") USE eD at 

= = Pp, — px) + B(p, — apx) + B(p, — a*pa) + --- 
Be 


+ Py, — a pz). 
4. Auch als Quotient zweier transcendenten ganzen Fune- . 
tionen lisst sich “(p, #) darstellen. Wir setzen 3 


— Ge + ae? + a,a® +4... ‘os 
akg ae + #)(L + pat + pa) --- ee 
und erhalten mit Hiilfe von (3.) die Gleichung 
a Ue a, px + apa? + a> pra +... 
1a " (1+ pa)(l + pix) + pa) «.. 
_ && + a,x? + a,a* + - 
7 @+a0 APOE z) 


oder mit Cg von § 96, (5.) 
pra? p 6 3 
o(1- + ip ta=nu= t+ o—pa 290 wat ) 
+ (ape + ayp na + agp's* + ---)(142) . 5 
eee seas “ 


7a 
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n(n—1) 
p? 
(i — p)(t — p?)--- (14 — 


und hieraus 


pt) + Gn p"* + An p” = My 


Ae Se 
et Ses =p ’ 
, : SPAT 
a5 = p) (4 =a py? 
woes. 
ze np? 
(1 — p)(1 — p*)---G—p") ’” 
so dass 
x Chae 3p a3 
Reba et ; eats ae 
Vos — tat 1—4 
Cie Ep, 2) — ——? _\~ =p) (1 nt ou p*)G—p*) 
o n(n—1) 
atl Spe ep) 
o(p, ae 
oder > 
) — 29 (Pp, 2) 
ee PCPs ©) = “OC, 2) 
wird. 
5. Functionen, die der es 
(9.) Be) a + F(a) 


gentigen, kénnen aus der eben aufgestellten durch (m — 1) fache 
Differentiation oder auch auf folgendem Wege hergeleitet 
werden.. Die Reihe 


a) Hine) = (4) + (Ea) +(oPa) + 


es (#5 a 


gentigt der Gleichung 
QL) fi(p, px) = — (5) + fn(p, 2) 


=- (1-745) +h) 
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male carte ater me frat) ee 

ha fn (p, zt), r F 
Man ariel hieraus, dass sich eine die Gleichung (9.) be- a 
friedigende Function bilden lisst, wenn sich ebensolche fiir 
alle kleineren » construiren Taso Da wir aber fiir n =1 
die fragliche Function besitzen, so kénnen wir successive 


diejenigen fiir n = 2,3,4,... aufstellen. 


. 
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Zur Theorie der Integrale algebraischer Functionen. 


ples 
Hinleitung; Integrale rationaler Functionen. 
1. Ist 


d 2 
y= f(2), 7 =f'(@), 
so nennt man f(#) das Integral von f’(«) dx und schreibt 


f(«) = Jf @)da; 

das Integral ist insofern nicht vollstindig bestimmt, als auch 
f(a) + ¢, worin c eine beliebige Constante bezeichnet, den- 
selben Differentialquotienten f’(w) wie f(x) selbst ~besitzt; 
wir nehmen also in der Folge stillschweigend an, dass jedem 
Integrale eine beliebige Constante willkiirlich hinzugefiigt 
werden kann. Die Operation des Integrirens ist derjenigen 
des Differentiirens gerade entgegengesetzt. 

Die Aufgabe, die sich die Integralrechnung naturgemiss 
guerst stellen muss, wird die folgende sein: 

Zu allen algebraischen Differentialen das Integral zu fin- 
den, also 

J F@da« 

aufzusuchen, wenn F(a) eine algebraische Function ist. In- 
dessen bieten die algebraischen Functionen selbst sowie die 
Transcendenten, die wir bis jetzt kennen lernten, nur in be- 
schrinktem Masse die Mittel, jene Aufgabe zu lésen; ihre 
volistindige Lésung gelingt nur mit Hiilfe von Functionen 
mehrerer Variabeln, deren Untersuchung wir hier ausschliessen. 


a. = 
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2. Es ist 
Claes Jf af(a)de = af f(a)dx 
und 
(2.) STA@ +O +++: + fil@)de 


= ff, @)dx + fh@)da +... + ffx (a) aa, 


da beide Seiten dieser Gleichungen differentiirt das Gleiche 
geben (cs ist niimlich adie =f (0). 
a 


3. Der einfachste Fall der algebraischen Integrale ist 
der, dass in 
J F@da 

die Function F(#) rational ist; wir zerlegen dieselbe alsdann 

in bekannter Weise in eine ganze Function und eine Summe 

von Partialbriichen, und da wir nach (2.) gliedweise integriren 

kénnnen, so wird unsere Aufgabe gelést sein, wenn wir die 


Integrale 
dx dx 
f da, fade, | ean fo oes 


(m positiv und ganzzahlig) auszufiihren im Stande sind. Es 
ist aber, von additiven Constanten abgesehen, 


(3.) vf di = x, 

(4.) J send = aes , 

(5.) “fgera = log («@ — a), 

8) @ ig Poh ap aaa 


wie durch Differentiation der rechtsstehenden Ausdriicke 
unmittelbar zu verificiren ist. 

Wir haben somit das wichtige Resultat: 

Das Integral einer rationalen Function von ax setzt sich . 
im Allgemeinen zusammen aus einer ebenfalls rationalen Fune- 
tion und einer Summe von Logarithmen von linearen, ganzen 
L'unctionen von x, die nur mit Zahlencoefficienten behaftet sind. 

Tn der elementaren Integralrechnung (und damit. iiber- 
haupt bei praktischen Anwendungen) ersetzt man die Loga- 
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rithmen theilweise durch arctg z, um imaginiire Ausdriicke 
zu vermeiden; fiir unsere rein theoretischen Untersuchungen 
ist dies indessen vollkommen irrelevant, da sich arctg x 
durch Logarithmen darstellen lisst. 


S 99; ; 
Logarithmisch-algebraische Integrale irrationaler 
Functionen: 
1. Der nichst dem vorhergehenden einfachste Fall ist 


derjenige, dass in 
ah F(a)dx 


die Function y = F(x) eine zweideutige irrationale Function 
ist, welche wir uns immer durch eine Gleichung 


(1.) y+ h(z)y + A@) =0 

definirt denken kénnen, in der /f,(~) und f,(x) rationale 
Functionen bezeichnen. Die Lésung einer solchen Gleichung 
hat die Form 


(2.) Y = 91 (2) + 9 (@) VY), 
worin ,(#) und g,(x) rational sind, wihrend wir (a) sogar 
als ganze Function betrachten kénnen. Denn ist 


#0) = he 


so dtirfen wir hierfiir 


v(@) = 


schreiben und haben 
ahoaN V ; @) Be (a) 
re (?) we Py (@) 
worauf wir den Nenner in g(x) eingehen lassen. 

Der Grad der ganzen Function (a) ist fiir den Charakter 
des Integrals von wesentlicher Bedeutung; wir behaupten zu- 
niichst, dass sich das Integral durch algebraische IFunctionen 
und Logarithmen darstellen lisst, wenn (a) den zweiten Grad 
nicht iiberschreitet. Hiermit ist jedoch nicht ausgeschlossen, 
dass nicht auch in anderen, mehr speciellen Fallen die Inte- 
gration mit Hiilfe der gleichen Functionen ausgefiihrt wer- 
den kann. 


‘ 


wr.) CF 
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2. Sei . 
| E@, Vax + 0) da 
auszufiihren, worin /' eine rationale Function seiner beiden 
Argumente bezeichnet; es ist dies scheinbar ein allgemeinerer 
Fall wie der betreffende von (2.), doch lasst er sich in einer 
Weise auf jenen zuriickfiihren, die wir spiiter bei den ellip- 
tischen Integralen ausfiihrlicher auseinandersetzen. Wir 


brauchen hier nur 
Var +b=—u, 


‘ u? — b 
ax+-b=w x= tay 


also 


adx = 2udu, dx = 


2udu 
a 


zu setzen und erkennen sofort, dass 


yi F(a, Vax +b) dx = he F (seer, x) udu 


auf das Integral einer rationalen Function yon w zuriick- 
u*—b 
a 
und Logarithmen linearer Functionen dieser Grosse ausdriickt. 
3. Bemerkt zu werden verdient, dass auch in dem all- 
gemeineren Falle 


geftihrt ist, das sich durch rationale Functionen von 7 = 


[E@, Vaa + b) dx 
dasselbe Verfahren zum Ziele fiihrt; wir nehmen niimlich 
Vax +b=—u4u, 
u” —b 


ax + b= 4 
% nue 
dz = a du 


und gelangen wieder zu dem Integrale einer rationalen Function. 
4, Haben wir 


fF Vax? + aa + ay) da, 


so wollen wir zunichst a,7 + a,” + a, nach Absonderung 
yon d, aus dem wir uns die Wurzel ausgezogen denken 
kénnen, in seine beiden linearen Factoren zerlegen; wir 
haben demnach zu betrachten 


ie F(a, V(@ — a)(« — b)) da. 
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Hine Substitution, die hier zum Ziele fiihrt, ist 


at “—a 2. ¢«—a 
acs erage ane a 
bur —a 
amr MEST E | 
rd 2(a — b)udu 
dz = — (wt — 1)? ? 
V@—a)@—D =u(e—d) =u =; 


al 5 
wir finden 


SE, V(a — a) (x — b))dax 
—— | ¥( (ee ects oe ee 


ae 1? We (wu? — 1)? ? 


also das Integral eimer rationalen Function. Auch hier 
pflegt man in der Praxis hiufig die bei der Integration auf- 
tretenden Logarithmen theilweise durch cyklometrische Func- 
tionen, besonders are sin % zu ersetzen; ist doch 


dx 
<==. are sin Le 


Vi- 2 — x 
5. Wir ean noch 
SF, Vax +b, Vea + dda 
bei. . Die Substitution 
u=Var+b, &@=ar +b, 
sont? — b 
aT a eR, 
2udu 
eee 


ea 


fiihrt dieses Integral auf den vorigen Fall zuriick, da keine 
Trrationalitit ausser 


abot be V gvig, 2 sf 
iibrig. bleibt. 


_ Rausenberger, periodische Functionen. 30 
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§ 100. 
Die elliptischen Integrale. 


[¥(, Vo@) de 


die ganze Function ~(#) vom dritten oder vierten Grade, so 
heisst das Integral ein elliptisches, da die Ausfiihrung des- 
selben mit Htilfe von algebraischen, logarithmischen und 
elliptischen Functionen erster und zweiter Gattung (resp. 
deren Umkehrung) méglich ist. Ubersteigt w(x) den vierten 
Grad, so heisst das Integral hyperelliptisch, und seine Aus- 
fiihrung lisst sich im Allgemeinen nur mit Hiilfe hédherer 
Transcendenten bewerkstelligen. 

2. Unsere erste Aufgabe ist es, den Radicanden w(a) 
in die Form 
(1.) Ru) = a — w)(1 — #22) 
zu bringen, die den directen Ubergang zu den elliptischen 
Functionen erméglicht. 

Sei zuniichst ~(#) vom vierten Grade, so dass wir nach 
Vornahme der Factorenzerlegung und Ausscheidung eines 
constanten Factors setzen kénnen 

p(v) = (w — a)(x — b)(@ — 0)(@ — d) 
oder auch 
v(@) = (1 — a,a)(1 — a,a)(1 — agx)(1 — a2); 
alsdann machen wir die Substitution 


1. Ist in 


au + B 
4 yu + 0? 
ad — By 

daz = yup oe du. 


Der neue Radicand lautet alsdann nach Ausscheidung des 

Nenners, aus dem die Wurzel gezogen werden kann, 

v,(u) = [pu + 0 — a,(au + B)][yu + 0 — ay(au + 8)] 
[yu +9 —as(au + B)\fyu + 9 — a,(au + By], 

und wir haben, um die Form (1.) zu erhalten, a, B, y, 0 

und x so zu bestimmen, dass 


De Oy Oe 
(2.) ear ee err 
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Y — Aye . 
(3.) ye ee 

DP aes hg On aE 
(4.) a ee 
(5.) rere ke Ge 
oder 
(6) Ge = iB ved =O, 
(7, dye + a8 —y —0 = 0, 
(8.) As, — 4,48 — py +20 =0, 
£9;) aa + anup—y — xd =0 


wird. Durch Addition von (6.) und (7.), (8.) und (9.) folgt 
(10.) (a +f M)a — (a, — ay) B — 2y = 0, 
(11) (a, + a4) — (a, — a)xB — 2y = 0, 
und durch Elimination von 0 aus (6.) und (9.), (7.) und (8.) 
(12) (a,x+a)a — (a, —a)xB —-(1+%y=—0, 
(13) (qx + a)a + (a — a,)ub — (1 + x)y =O; 
ferner durch Elimination von y aus (10.) und (11.), (12.) 
und (13.) 
(14.) @, + a — . + ae — (a, — a — @,— a,)x)B = 0, 
(15.) ((a; — a)% — (a3 — ay)) & — (a, + a, — (ag + a,)) xB = 0, 
aus denen sich fiir a quadratische Gleichung 
[a + 4 — (as + a,)]*x — [a, — a, — (as — a4)x] 

*[(@, — a%)% — (ag — a4)| = 0 


ti, die nach einer einfachen Umrechnung die Gestalt 


(16.) x2 =e 2 (a, — a,)(a, — 4) + (a, — ag)(a, — — ij) a =f aye 


: _ (4 — ay) (Gg — 4) 
annimmt; die Lésungen derselben sind * und a , 8o dass es 
in unserem Belieben steht, |x} <1 zu nehmen, was fiir 


manche Entwicklungen vortheilhaft ist. 
Durch (14.) oder (15.) ist nach Berechnung von x das 


Verhiltniss e , durch (10.) u. s. w. auch + und schliesslich 
30* g 


ss. 
5 
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durch (6.) u. s. w. = eindeutig bestimmt. Die Substitution 


wird niemals unméglich; denn x hat nach (16.) immer einen 
endlichen Werth, wenn nicht a, =a, oder a, = a, ist, wo- 
durch das Integral in ein einfacheres iibergeht. Falls ein- 
zelne der Gréssen a, 6, y, 0 Null werden, tritt auch keine 
Schwierigkeit ein. 


Ist w(x) vom dritten Grade, also 
¢(a) =(1—aa)a — a,“)(1 — aga), 


so fiihrt die Substitution 
1 — uw? 


Vav(a) in - o 
Vu (1 — ra (1 — w)) (1 a ee (1 —1?)) 


=. uf (is = (1 —w)) (1 epics uw) 


iiber, so dass dieser Fall auf den vorhergehenden reducirt 
werden kann. 


w—=1—aez,¢= 


3. Wir schreiten nun zur Reduction des Ausdrucks 
J F(@, VR@)da, 
worin J” eine rationale Function und 
(17.) R@) = (1 — 2)(1 — 72%) — 1 — (1 + x?)a? + x2y4 


ist. Da alle geraden Potenzen von VR(a) rationale Fune- 
tionen von z, alle ungeraden ebensolche, multiplicirt mit 


VR(«), sind, so wird 
7a) fy () + fh (@) VR (ez) 
F(a, V R(x) = 2 ia 
SNEE ESD f(®) + fy @)VR(@) 
gesetzt werden kénnen, worin f,, f,, fy, fy ganze Functionen 
sind. Multiplicirt man Zihler und Nenner dieses Bruchs mit 


h(@) — f(@)VR(@), 


so fallt die Irrationalitit im Nenner weg und wir erhalten 


F(@, VR@) = fe) + £,(@)VB@) =f,(e) + 


. 


) 
VE(a)’ 
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worin /,(a), f(x) und f(x) = f,(”) R(x) rationale Functionen 
bezeichnen. Da nun 
yi f(a) da 


schon nach Friiherem integrirbar ist, so diirfen wir die 
weitere Untersuchung auf das Integral 

*f(@) d@) 

VE(@) 


beschrinken. 

Sondern wir in der rationalen Function f(x) in Zahler 
und Nenner die Glieder mit geraden und ungeraden Potenzen 
von x, so kénnen wir 

f(a , E5 Po (x*) + 9 (2° )x 
Pa (@?) + —p, (a) x 


setzen. Multipliciren wir Zihler und Nenner mit 
P2(@") — 93 (a*) x, 
so enthalt der neue Nenner nur noch gerade Potenzen von x 


und wir kénnen, wenn wy, und y, rationale Functiouen sind, 
schreiben 


f(#) = ¥(a") ++ (aw?) 
und hierdurch das Integral in zwei Theile zerlegen. 
pecdn 
ap, (x?) @ 
VR@) 


substituiren wir 
=u, 2rde = du; 


ap, (u*) x al be , (u) 
SS de == du 
VE) : x Va—w — xu) 


wird. Da jetzt der Radicand nur noch vom gweiten Grade 
ist, so ist dieses Integral auf einen bereits erledigten Fall 
guriickgefiihrt, und es bleibt uns nur die Behandlung von 
‘w(w?)de | 
VR@) 


so dass 


iibrig. 

4, Nehmen wir mit #(x) wieder in bekannter Weise 
die Partialbruchzerlegung vor und setzen dann x? an Stelle 
von 2, so zerfallt das Integral in eine Reihe von (mit 
Coefficienten behafteten) Integralen der folgenden Formen: 


= Moe Tar ee 
r \ > 
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ie Cis 9 9?" da: si 
VE@)’ J VR@)’ (2? VES 


wenn wir im Nenner sogleich die quadratische Bezeichnung 
a einfiihren. Diese Integrale lassen sich aber noch sehr 
wesentlich vereinfachen. 

Setzen wir (k > 1) 


a “VY R(x) 


“ (a? — a®)t ? 


so ist 
dy «1. 2k? V Be), " aR (a)  VR(a). 
ax (a? Bs, a? )t+t 2 (a2 e a? )k VR (aw) (a? oe a®)é 
— 2ha* R(x) + [1 —2 (1+ #%)a? + 3x24] (a? — a?) 
Beh (o? — & FY R@) ‘ 
ein Ausdruck, der nicht gehoben werden kann, wenn nicht 


a=0,a—=-+1 oder a=+-— 


ist. Diese Ausnahmefalle kénnen wir indessen tibergehen, 
da nach dem Heben die Entwicklung doch einen ganz ana- 


logen Verlauf nimmt. ; 
Indem wir rechts eine Partialbruchzerlegung vornehmen 
erhalten wir*) 4 a 


d P 
oY [ay + aa? +52 giak Nite! < gate 


und wenn wir umstellen und eeeesh 


ee - oh | Gays (= so 


they Fist ue dn 


C= ae Va) Ve) 


tee c= ev sf te 


rep. : 4 
OS eae Go VT ik abr 
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Mit Hiilfe dieser Formel kénnen wir 


3 dx 

(a® — a?)"VR(a) 
auf eine Reihe von Integralen derselben Form, in denen 
jedoch n kleiner ist, auf eine algebraische Function und 
eventuell die Integrale 


ren Gigs SG Bee 
{ ———— und a) es 
e) VR(x) VE@) 


zurtickfiihren. Durch Wiederholung dieses Verfahrens redu- 
ciren wir schliesslich 
du 
(2? — a?)"VR(@) 


ry 


auf 
dx 


(x? — a) VR(@) 
und die andern eben genannten Bestandtheile. 
Um auch 


re a2” da 


VR@) 


zu reduciren, setzen wir 


aa HY R (a), 
also a 
qe = 2k + to" VR@) + = ne 
_ (2h + 1)2"* Ra) + pa" Ra) 
a VR@) 
— (2h + ia — 2k 4+ 20 4 x*)o™*P 4 kh + 8) x a4 
4 VE@) ( 


und haben somit 


G9) kaye f/ eee ~ gh VRw) 


Bett) | 2 eat Okt D+ ie Rea 


Nach dieser Formel lisst sich in 
a" da 


VR@) 


ete dae , 
VR) 


_so dass wir haben 3 oat 


die grésste Analogie zeigt. Besonders muss hervorgehober a 
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der Grad 2m nach und nach erniedrigen, bis wir schliesslich 


auf die Integrale 


edn SS Gal 


yre “J yR@) 


kommen. ~ 

Mit Hiilfe der behandelten Reductionsmethoden sind wir 
also in den Stand gesetzt, siimmtliche elliptische Integrale 
auf die drei sog. Legendre’ schen Normalintegrale zuriickzufiihren, 
die man als elliptische Integrale erster, zweiter und dritter 
Gattung zu bezeichnen pflegt: 


os aa 
Va — «)(1 — x82?) ” 
eee de “da . 
VG = a) = ata) ’ 
i ther dx ty 
e=wvyVa—2)t— « 2%) 


5. Setzen wir (indem wir t dem ; * des Integrals ent- 
sprechend nehmen) 


y= are sin am &, 
so ist: nach § 71, (3.) a 
dy 1 “ { — 


die = a*y(1 — 022%) ’ f: F 


0): a 
, ee 

ein Resultat, das mit “Ri 
x ‘ <a 

se foie = are sin” ee 


werden, dass das elliptische Integral erster Gattung auf 
Secon einer doppelt periodischen Function fiihrt, 
so wie das einfachste oper eee uaiers die Un 
von ¢é Haste Sess fon yk Satie 
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£=sinam wv, w= arg sinam 2, 


dz = cosam wd am wdw = V1 — 2) — #72) dw, 


wodureh wir erhalten 


(21.) f 7 i = f sin? am w dw. 


%*)(1 — 42 x?) 
Nach § 92, (2.) ist aber 


da (: ae) 
a,” o, o, O,° ey MARS 


waa 
sin“ am Ww == 7 ae 7 
29, 3,2 3,'8,8 dw? 


so dass wir schliesslich das Resultat 


: ; eae Sree, OH, 3 2w 
(22.) i Va — 2”) a mae #20") f-"3 wo,’ 8 eo O39 ay (=, z) 


finden. , 

Das elliptische Integral zweiter Gattung driickt sich also 
aus durch eime ganze Function und eine elliptische Function 
eweiter Gatiung vom Typus 2, deren Argument arg sin am a ist. 

@. Die Formel § 92, (4.) gestalten wir dadurch um, dass 
wir w— a statt w, 2a statt b einsetzen und die Formeln 

sin? am w — sin? am « 
1 — x? sin? am @ sin? am w 


sin am (w + @) sin am (w oa @) = 


1 a 1 — x? sint am a 


x” sin? am a@ ap “x” sin? am w 1 — x? sin? am @ sin? am w 


und 
2sin am @ cosam ae 4am ae 


sin am 2a — : 
1 — x? sin* am «@ 


zur Anwendung bringen; es findet sich 
i 2(w + «) 
a8 Ge2) 


is 3 ( 2(w — =) zi ) 
a, (ct, ——__—_+ a, |t, — 
: dw Q 4a 
a, T, On 
| 2cos am ae J am a és. 2cos am ad am a 
sinam o(1 —x*sin‘am @) ' sinam (1 — x? sin? am a sin? am w) 


Multipliciren wir mit dw, integriren und formen um, so er- 
halten wir 


Rausenberger, periodische Functioner, ; 30 ** 
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dw 
(24.) af. 1 — x* sin? am «& sin? am w 


4 2) 
1 sin am @ % (< “fi 


2 
{eh end Gane Qeosamadam «a 4a 
ONG 


a 
oeceee) 


OT Bre eh 
a, (¢, “5 “) 


i] 


sin am a 
2cosamadama 


log 


Setzen wir nun wieder 


sin am w= 4, 
so finden wir 


ie dw 
(25.) sf a =a 
Z 1 — x* sin? am @ sin? am w 


foe oe dx 

eal (1 — x? sin? am a - @*) VA — 2) (1 — nQ)’ 
wodurch das Integral dritter Gattung ausgefiihrt ist, da sich 
dasselbe leicht in die rechtsstehende Grosse umwandeln lasst. 

Das elliptische Integral dritter Gattung fihrt somit auf 

eme ganze Function und den Logarithmus einer elliptischen 
Function zweiter Gattung vom Typus 1, deren Argument 
arg sin am x ist. 


Berichtigungen und Zusitze. = 


u u 
2b, LZ, 12 1: oe 1 oder atthe 1 ist. 
Uns Ur 


40: In der Anmerkung ist einzuschieben: Der Differentialquotient 


einer Constanten ist Null; es ist 


FOROS difle) 
dz aa 


51: Die in 2. angestellte:- Untersuchung kann insofern noch weiter 
fortgefiihrt werden, als sich die im Lehrsatze auftretenden 
nm Gleichungen mt Grades auf eine einzige reduciren lassen. 
55, Z. 17 v. u. 1.: rationale statt irrationalen. 


m 


64 ist zu § 17 zuzufiigen: Ins Besondere folgt aus y =x nm 


dy mx™—*+ m ~-1 


oder y"— a” =0: = = an 


dix ny™—1 n 


69 ist in Figur 6 die Grenze zwischen punktirten und aus- 
gezogenen Linien an den Schnitt OA zu verlegen. 


100, Z.2 y. u.1.: Ferner folgt, wenn gee 


101, 


121, 
135, 


294, 
298, 
310, 
812, 


Wi 
in 
Z. 
Z. 


Z. 
LZ. 
Z. 
Z. 


ee von Null verschieden ist. 


ty, u; 1): In den Eee und denjenigen Punkten, 
denen der Differentialquotient verschwindet, kann u. s. w, 
Axl \a,| statt | x. 

8 vy. u. ist die letzte Klammer zu entfernen. 


Z = 
Ls gr (,%) statt X, (, ") 


7 1.: sein statt hin. 
13 v. u.: unendlich statt unendliche, 
8yv.u lL: 


2 > (= 1)* p™ cos 2naw statt 2 ae 1)"p”" cos 2nxw). 


Bi. z. 14, 1.: Bezeichnung statt Pasekcte: 


327, Ziv.wl.: 


k ‘ 
gon (5) 2) - & ct ae 
Ww 


ak od, Beit) 
dw* 


328, Z. 6 1.: Q und Q statt Q und Q. 


ead: 2niw 
346, Z. 81: 8 (eit g e 2") statt ale aie ; 2"). 


476 Berichtigungen und Zusiitze. 


VSL 3 a 


Pag. 355, Z. 5, muss die Formel lauten: p= e™'* = eM" 
» 859, Z,4 und 5 1: (1—q 4*—®) statt Te Snes) ened, 


(1 +p)? statt (1 +g”)? 
» 379, Z. 3 v. ul: Q + 8£EQ statt Q + 16k2. 


» 438, Z. 9 und 10 ist (also p?” und p>” +1) zu entfernen. 
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